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GIA JACOBIAN VA CUC TRI CUA HAM VECTO LIEN TUC

Phan Nhat Tinh,
Truong Dai hoc Khoa hoc, Dai hoc Hué
Hoang Phudc Loi
Truong Dai hoc Su pham, Dai hoc Hué

Tém tat. Trong bai bio nay, khdi niém gid Jacobian, mot dang dao ham suy
rong do V. Jeyakumar va Dinh Thé Luc dé zuat sé dugc gidi thiéu cung vdi mot so
ting dung cia né. Dau tién la moi quan hé gitta gid Jacobian va dudi vi phan ham
vecto 101 sé dugc dé cap cung vdi mot so vi du minh hoa cho moi quan hé nay. Cling
trong bai bdo nay, cdac dinh ly dieu kién can dé ham wvecto dat cuc tiéu dia phuong
ciing duogc thiét lap nho cong cu gid Jacobian. Cdc dinh lij nay la mot sy md rong
cho cdc dinh ly diéu kién can dé ham vo hudng dat cuc tiéu dia phuong ma ta da
biét.

1 Giéi thigu

Mot két qui quen thudc ctia giai tich c6 dién la néu f : R® — R kha vi Gateaux
tai 7o va dat cyc tiéu dia phuong tai zo thi 0 = V f(x). Sau nay, v6i sy ra doi cac
khai niem dao ham suy rong cho cac ham khong kha vi (theo nghia co dién) thi két
qué trén ciing dugc md rong. Vi ham 16i thi ta da biét rang 0 € 9°°f(xq) trong
d6 0 f(xo) 1a dudi vi phan ciia f tai . Két qué cting tuong tu khi f Lipschitz dia
phuong va 0% f(xq) dudc thay biang dusi vi phan Clarke 9° f () hogc dusi vi phan
Michel-Penoit OMP f(z) (xem [3]).

Trong bai bdo nay, ta sé md rong cac két qua da biét cho truong hop ham vecto
lien tuc nho cong cu la gid Jacobian. Dé thuc hién diéu nay, ching ta sé danh muc
2 cho viéc néu dinh nghia gid Jacobian ctia ham vecto lién tuc, mot s6 tinh chat co
ban ctia né cing v6i mot sé6 vi du phuc vu cho cac muc sau. Trong muc 3, ching
ta sé gidi thieu ve thit ty suy rong cho khong gian R™ dugce xay dung nhs mot nén
16i K. Vé6i thit ty d6 mot 16p ham suy rong cia 16p ham 10i vo huéng, d6 1a 16p
ham vecto 16i cting v6i dudi vi phan clia né ciing dude néu lai trong muc nay. Ta da
biét ring mot ham vecto 16i trén R™ thi dudi vi phan ctia né tai mdi diém luon la

tap 161, compact khac rong (xem [7]). Két qua chinh ctia muc 3 sé 1a thiét lap moi
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quan hé gitta dudi vi phan ham vecto 16i v6i gia Jacobian. Cu thé 1a chiing ta c6 thé
khéng dinh réing dudi vi phan ctia ham vecto 161 tai mot diém cling chinh 1 mot gia
Jacobian ctia n6 tai diem dé. Ta ciing sé chi ra vi du dinh lugng dé thay rang dudi
vi phan ham vecto 16i khong han la gid Jacobian 16i compact bé nhat theo quan he
bao ham. Day 1a mot két qua kha thu vi vi dudi vi phan ham vecto 16i phu thuoc
vao thit ty sinh béi mot nén 16i trén R™ trong khi gid Jacobian thi khong phy thuoc
vao thi tu d6. Muc 4 va ciing 1a mot trong nhiing két qua chinh ciia bai bao, sé
13 st mé rong cac dinh ly dieu kién can cie tri da biét d6i véi ham vo hudéng cho
truong hop ham vecto (thé hién & dinh 1y 4.2 va dinh 1y 4.6). Cac két qua tuong tit
da biét ctia ham vo huéng, ham kha vi Gateaux va ham vecto 16i ciing sé dugc néu

lai nhu 1a nhing truong hgp dac biét hoac 1a nhing hé qua ctua cac dinh 1y nay.
2 Dinh nghia va mo6t so6 tinh chat co ban

Ky hieu L(R",R™) 1a khong gian cdc ma tran thiyc cip m x n. Moi ma tran M cap
m x n c6 the duge xem nhu 1a mot anh xa tuyén tinh tit R” vao R™, vi vay véi mdi
v € R", ta c6 M(x) € R™. Chuyén vi clia ma tran M dugc ky hieu 1a M?" va duge
xem nhu 13 4nh xa tuyén tinh tit R™ vao R™. Doi khi ta ciing viét vM véi v € R™
thay cho M (v). Tren L(R™,R™) dugdc trang bi chuan ctia 4nh xa tuyén tinh cho
bdi

1M = sup [M(2)]].

=<1

Chuan nay tuong duong véi chuan Euclide
1
M| = (I[M* + -+ | M]7)?

trong d6 M., ..., M, 1a cac dong clia ma tran M. Hinh cau don vi déng trong
L(R™,R™) dugc ky hiéu 1a By, xp.

Cho ¢ : R® — R 13 mot ham s6 va x,u € R" cho truéc. Dao ham theo huéng
Dini trén clia ¢ tai x theo huéng u, ky hiéu 1a ¢™(x; u), duge xac dinh béi

" (z;u) == limsup ¢ +tu) — Cb(x)
t10 t

Tuong tu nhu vay, dao ham theo huéng Dini duéi ctia ¢ tai  theo huéng u, ky hiéu
la ¢~ (z;u), duge xac dinh béi

¢ (w;v) = hl?l(i)nf o + “? - ¢($)'
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Céc gi6i han trén c6 thé nhan gia tri thic md rong +o0o vi —oo. Khi ¢* (z;u) =
¢~ (z;u) thi cac gid tri dé6 duge ky hiéu chung la ¢'(z;u) va goi la dao ham theo
huéng clia ¢ tai x theo huéng u. Néu diéu nay dung véi bat ky huéng « thi ham ¢
duge goi la kha vi theo huéng tai x.

V6i ham vecto f : R* — R™, dao ham theo huéng cta f tai  theo huéng u
dugce xac dinh bdi

f'(z;u) :=lim flot tu) - f(x)

10 t

Khi f'(z;u) ton tai v6i moi u € R™ thi ham f dugc goi 1a kha vi theo hudng tai
x. Néu f1,..., fm 1 cac thanh phan ctia f thi tit dinh nghia ta suy ra rang f kha
vi theo huéng tai = khi v chi khi cac ham thanh phan fi, ..., f,, ciing kha vi theo
huéng tai diém nay.

Ham f: R" — R™ dudc goi 1a khd vi Gateaur tai x néu ton tai ma tran M cap
m X n sao cho v6i moi u € R", ta ¢
flz +tu) — f(x)

ltllI(l)l ; = M(u).

Khi d6 M duge goi la dao ham Gateaux cua f tai x.

Néu f kha vi Gateaux tai z thi dao ham Gateaux M clia n6 trung véi ma tran
Jacobian V f(z) cia f tai x. Diéu ngugc lai ciing ding, nghia 14 néu f kha vi theo
huéng tai z thi ham f/(z;u) tuyén tinh theo bién u, khi d6 f kha vi Gateaux tai
diém nay va Vf(x)(u) = f'(z;u) v6i moi u € R™.

Gia st rang f : R® — R™ 14 ham vecto Lipschitz dia phuong tai x, titc 1a ton

tai lan can U clia v mot hing s6 k > 0 (phu thudc vao z) sao cho
| f(x1) = fxo)|| < k||lx1 — 22|  v6i moi z1, 29 € U.

Ltc d6 theo dinh ly Rademacher thi f kha vi hau khdp noi (theo do do Lebesgue)
tren U. Nho vay ta c6 thé dinh nghia Jacobian suy rong Clarke clia f tai z, ky hiéu
12 0° f(x) béi

o°f(x) = co{lim Vi(x):z €Qu— :L‘}

trong d6 € 1a tap tat ca cac diém ctia U ma tai d6 f kha vi.
Tap hop
OB f(x) = {.lim Vfi(x): z € — :v}

duge goi la B - dudi vi phan cia f tai z.
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Cho f:R™ — R la ham lién tuc. Dao ham Michel-Penot theo huéng trén cua
f tai x theo huéng u duge xac dinh bdi

o) = sup lim sup flz+tz+tu) — f(x +tz)
’ z€R™  t]0 t

va dao ham Michel-Penot theo huéng duéi cua f tai x theo huéng u duge xac dinh

b
fo(wiu) = inf liming LET 0 = @t 62)
o z€R™  t]0 n .

Du6i vi phan Michel-Penot ctia f tai x la tap hop

MPf(z) :={€ eR™: f(z;u) > (& u) véi moi u € R"}.

Duéi day 1a dinh nghia vé mot dang dao ham suy rong cho ham vecto lién tuc,
duge dé xuat boi V. Jeyakumar va Dinh Thé Luc (xem [2], [3], [8]).

Dinh nghia 2.1 ([8], Definition 2.1). Cho f : R" — R™ la mot ham vecto lién tuc.
Tap dong Of () C L(R",R™) gom cdc ma tran cap m x n dugc goi la gid Jacobian
cta f tai x néu vdi moi u € R™ va vdi moi v € R™, ta co

(vf)"(z;u) < sup (v, M(u)) (1)
Medf(z)

trong do vf la ham thuc xdc dinh boi vf = <v, f> = > v fi
i=1

Méi phan tii cia Of(x) duge goi la mot ma tran gid Jacobian cia f tai x. Néu
dau ddng thic ¢ (1) zay ra thy Of (x) dugc goi la gid Jacobian chinh quy cia f tai

x.

Nhan xét 2.1. 1. Tu dinh nghia ta suy ra rang néu df(z) C L(R™, R™) 1a mot
gid Jacobian ctia f tai x, khi d6 moi tap déong A C L(R"™,R™) chita Jf(z)
ciing la mot gid Jacobian ctua f tai . Nhu vay toan bo khong gian L(R™, R™)
14 mot gid Jacobian tam thuong clia f tai bat ky € R™. Di nhién 13 ta can

nhiing gid Jacobian cang nhé cang tot.

2. Mot dang tuong duong véi dinh nghia clia gia Jacobian la: tap dong df(x) la

gia Jacobian ctia f tai x khi va chi khi véi moi u € R™ va moi v € R™ ta ¢6

(vf) (z;u) > inf (v, M(u)). (2)

Medf(x)
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3.

Cho f : R® — R™ la ham vecto lién tuc va kha vi Gateaux tai z. Khi dé
{Vf(z)} 1a mot gid Jacobian ciia f tai z. Ngugc lai, néu f ¢6 mot gia Jacobian
tai = chi gdm mot phan tit thi f kha vi Gateaux tai diem d6 va dao ham cta
né tring véi ma tran gid Jacobian nay. Néu f Lipschitz dia phuong tai x thi
Jacobian suy rong Clark ciing 14 mot gid Jacobian ctia f tai diém nay (xem
2], Proposition 1.1.4).

Ham vecto f c6 mot gia Jacobian bi chan tai x khi va chi khi f Lipschitz dia
phuong tai z. (Chitng minh c6 thé xem & [2] hogc [3]).

Khi m = 1 thi 0f(x) dugc xem nhu la mot tap con ctia R". Lic dé ta goi
Of (z) 1a gid vi phan cia f tai x. Vi trén R chi ¢6 hai huéng la huéng duong
va huéng am dinh nghia ciia gia vi phan duge dua vé hai bat ding thic

ffau) < sup (&u) va o fr(zu) > inf (€ uy, (3)
€€df(z) §€0f(x)

v6i moi u € R™. Duéi vi phan ham 16i vo huéng va dudi vi phan Michel-Penoit

12 nhitng vi du vé gia vi phan.

Duéi day 1a mot sé vi du vé gia Jacobian ctia ham vecto dé lam sang t6 Nhan

xét 2.

1, 4.

Vi du 2.2. Xét ham f : R — R? cho bdi

f(x) = (|l |=]), 2 eR.

V6i u € R va v = (v1,v) € R?) ta ¢6

ta co

t t
(W (0;u) = lin;i%up —U1| ul 1—02| ul

8f(0)1={<j>’<1>}7

sup (v, M(u)) = sup{—viu — vou, viu + vau} = vi|u| + vo|ul.
Meof(0)

= vy |u| + valul.

T day suy ra f(0) 1a mot gia Jacobian cia f tai 0.

Trong vi du trén ham f Lipschitz dia phuong tai 0 nén gia Jacobian cta f ¢

the 1a tap bi chan. Vi du tiép theo sé cho thay gid Jacobian ctia mot ham khong

Lipschitz dia phuong tai mot diém sé 1 tap khong bi chin.
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Vi du 2.3. Xét ham f : R — R? xéac dinh béi

f(%) :(\/m’ |5L‘|)7 reR

Khi d6 f khong Lipschitz dia phuong tai 0. V6i u € R, v = (vi,v2) € R?, ta c6
vf = viy/|z| + va]x| va

+00  mnéu vy|ul >0

¢ t
(Uf)+<0, 'LL) = lim sup v1 \/mt+ U2| U| _

volu|  méu vyfu| =0
t10

—oo  néu v |u| <O0.

af(0) :z{(i),(_ﬁ):ae(—oo;l]u[l;—l—oo)}.

Khi d6 c¢6 thé thiy ring véi moi u € R va moi v € R? thi

sup (v, M(u)) > (vf)*(0;u)
Medf(0)

va do d6 0f(0) 1a mot gid Jacobian khong bi chéan cta f tai 0.

3 Gia Jacobian cua ham vecto 16i

Muc nay néu lén méi quan hé gitta dudi vi phan ctia ham vecto 16i véi gid Jacobian.
Két qua chinh & muc nay la khing dinh dudi vi phan ctia ham vects 16i tai mot
diém ciing 1a mot gid Jacobian ctia ham vecto tai diém dé. Nhung truée hét ching

ta can néu lai dinh nghia ham vecto 16i va dudi vi phan clia né.

Cho K 1a mot nén 16i trong R™. Non K dude goi la nhon néu K N (—K) = {0}.

Noén cuce cua K 1a
K :={e€ L(R",R):&(c) >0 viimoi ce€ K}.
Meénh dé sau néu léen mot tinh chat ciia nén 16i déng va nhon. Chitng minh c6
thé tham khao & [1].

Ménh dé 3.1. Néu K C R” la nén 1oi, dong nhon thi int K’ # ().
Cho K C R™ la mot non 16i. Trén R™, dinh nghia quan hé “>x” nhu sau:
r,2yeR" z>pry<—=x—yec kK.
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Khi d6 = c6 tinh chat phan xa, bac cau do dé 1a mot thi tu (bo phan) trén R™.
Ta ciing viét 1 y <g o thay cho z =k y vA néu khong s¢ nham 1an ta sé viét “>"
thay cho “>x” (va “=<” thay cho “=<x").

Ham f : R" — R™ dugc goi 1a 10i (tuong ting v6i nén K) néu véi moi x1, x5 € R™

va moi A € [0, 1] ta co
FQOz 4+ (1= Nzg) 2 Af(21) + (1= A) f(22).

Tt dinh nghia ctia ham vecto 16i ta suy ra rang mot ham vecto 16i tuong tdng véi
nén K thi né ciing 10i tuong ting véi bat ky nén thi tir 16i nao chita K.

Cho f : R® — R™ la mot ham vecto 16i. Dudi vi phan ctia f tai x € R® dude
dinh nghia la tap hgp

0“f(z) :={Ae LR",R™): f(y) — f(z) = A(ly — ) v6i moi y € R"}.

Khi m = 1 va nén K = R, thi dinh nghia ham 16i va duéi vi phan ham vecto
16i ¢ trén chinh la dinh nghia da biét cia ham 16i vo huéng. Khi do, ta sé dung ky
hiéu 9 f(z) dé chi dudi vi phan (theo nghia thong thuong) ctia ham 16i vo huéng
f:R" — R tai z.

Ham vecto 101 tit R™ vao R™ 1a ham kha vi theo huéng tai moi z € R™ va 0® f(x)
luon 1a tap 16i compact khéac réng (xem [7], Dinh 1y 3.4.1). Tinh lién tuc cia ham

vecto 161 ducce cho & ménh dé sau.

Meénh dé 3.2 ([7], Ménh dé 2.1.3). Cho f: R™ — R™ la ham vecto 16i. Néu non
thit tu K 103, déng va nhon thi f lién tuc trén R™.

Ménh dé 3.2 khang dinh rang mot ham vecto 16i tit R™ vao R™ thi lién tuc trén
R" va do d6 mot cach tur nhién, ta c6 thé xay dung céc gia Jacobian ciia né tai moi
x € R™. Ta sé chi ra dudi day rang dudi vi phan 9 f(x) chinh la mot gia Jacobian
ctia ham vecto 16i f tai z. Day 1a mot tinh chat kha thu vi 6 chd gid Jacobian ctia
ham vecto f khong phu thuoc vao thit tu trén R™ trong khi dé 0 f () lai phu thuoc
vao thi tu duge xay dyng dia trén mot nén 16i trong R™.

Dinh ly 3.3. Cho f : R™ — R™ la ham vecto 101 (tuong 1ing vdi nén K ) trong do
nén thi ty K la 10i, déng va nhon. Khi dé, véi moi x € R™, dudi vi phan 0% f(z)
ctia f tai x la mot gid Jacobian ciia ham f tai diém nay.

Chitng minh. V6i moi v € R" va v € R™, ta sé chitng minh rang

(wf) (z;u) < sup (v, A(u)). (4)
Acdev f(z)
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Hién nhién 1a (4) ding khi v = 0 do d6 chi can chitng minh cho trudng hop v # 0.
Trude hét ta sé chiing minh rang véi moi vy € K’ \ {0} thi

(vof)(z;u) = sup (vo, A(w)). (5)

Agdev f ()

That vay, theo dinh nghia ciia dao ham theo huéng va tinh lién tuc cia tich vo

huéng, ta co

(vo, f/ (w3 u)) = <Uo,nm f(@ -+ tu) - f<x>>

|0 t

_ iy (Wof)( +tu) — (vof)(2)

10 t

= (vof)' (s w).

Do d6 ap dung [6], Part 5, Theorem 23.4 va két qua
O“(vof)(z) = ve0” f ()
6 (7], ta co
<Uo, f’(;v;u)> =sup{B(u) : B € 0“(vof)(x)}
=sup{B(u) : B € v0” f(z)}

= sup <v0, A(u)>
A€o f(x)

va nhu vay ta c6 (5).
Bay gio véi v € R™ tiy ¥ va v # 0. Vi K 16i, déng va nhon nén intK’ # () va do
d6 ton tai vy € intK’. Lay s6 duong A di bé sao cho vy + Av € K’. Khi d6 ta c6

(vof) (; u) + Mo f) (w;0) = ((vo + Av) f) (x5 u)
= sup (vo+ v, A(u))

A€o f(x)
< sup (v, A(w))+ A sup (v, A(u)).
A€oV f(x) A€o f(x)

Diéu nay clung véi (5) suy ra

() (@u) = (ufww) < sup (v, A(u)).

Aegoev f(x)
Vay 0% f(z) la mot gid Jacobian cia f tai x. O
D4i véi mot ham vecto 16i thi dudi vi phan 0 f(x) cia f tai 2 chua héan 1 gia

Jacobian 161, compact bé nhat (theo quan hé bao ham) trong tat ci cac gia Jacobian

clia f tai diém nay. Vi du sau day cho thay dicéu do.
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Vi du 3.4. Xét ham f: R — R2 cho bdi
f(z) = (z|, |z]), zeR

Khi d6 f 1a ham 16i tuong ting véi nén K = R%. Béng tinh toan, ta ¢6 dudi vi phan

cua f tai 0 la
0vf(0) = {( Z) ra€e[-1;1,b e [—1;1]}.

Theo Vi du 2.2 thi tap hop

8f(0)12{<j)’<1)}

la mot gid Jacobian ctia f tai 0. Hién nhién 1a codf(0) la mot gid Jacobian 16i,
compact ctia f tai 0 thuc sy chita trong 0 f(0).

4 Dieu kién can cuc tri cua ham vecto lién tuc

Trong muc nay, ching ta sé néu lén mot sé6 dinh 1y diéu kien can dé ham vecto dat
cuc tiéu dia phuong tai mot diém. Déi v6i cac ham vo huéng thi cac két qua thu

duge 1a nhitng trucng hgp dac biét cua cac dinh 1y nay.

Dinh nghia 4.1. Gid st R™ dugc sdp thi tu bdi mot nén K 1oi, déng, nhon va
f:R™ — R™ la mot ham vecto lién tuc. Khi do xq € R™ duge goi la diém cuc tiéu

dia phuong cia f (tuong ing vdi non K) néu ton tai lan can U cia x¢ sao cho
f(x) =k f(xo) wdi moi x € U.

Tuong tu nhu vay, diém xo duge goi la diém cuc dai dia phuong cia f (tuong ting

vdi non K) néu ton tai lan can U cia x¢ sao cho
f(x) <k f(zo) vdi moi x € U.
Khi m = 1 va nén thi ty K 13 nén R, thi thi ty = duge thay bang thi ty thong
thudng va dinh nghia trén chinh la dinh nghia ctia ham vo huéng dat cuc tiéu (cuc

dai) dia phuong ma ta da biét. Trong cac két qua dudi day, ky hieu coA duge st
dung dé chi bao 16i déng ctia tap A, d6 la tap 16i dong bé nhat chia A.

Dinh Iy sau 13 mot mé rong ctia [2], Theorem 2.1.13 vé diéu kién can dé mot ham
vecto dat cuc tiéu dia phuong.
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Dinh 1y 4.2. Cho f : R" — R™ la ham vecto lién tuc tai xo va Of(xo) la mot gid
Jacobian cia f tai diém nay. Khi do, néu f dat cuc tieu dia phuong tai o (tudng
ting voi K) thi

0 € [codf(zo)]" (v)  wdi moiv e K.

Dac biet, khim =1 va R dugc sap thi tu bdi non R, thi 0 € cod f(xg).

Chitng minh. Véi v € K’ va véi moi v € R™. Vi f dat cuc tiéu dia phuong tai z

t _
G “t) F(0) 5 vt > 0 dit bé. Do d6

(vf)(zo + tu) — (vf)(zo) _ <U flao + tu) — f($0>> >0
/ ’ t B

v6i t > 0 du bé. Suy ra

(Wf)F (zo;u) = hntll%up (vf)(zo + ti) — (vf) (o) > 0.

Diéu nay két hop véi gia thiét df (zg) la gid Jacobian clia f tai zo dan dén

0< (W) (@osu) < sup (0, M(u))= sup (M"(v),u)= sup (&u).
Medf(wo) Medf(zo) £€[0f (z0)]t (v)

Dé y ring [cod f(xo)] (v) 1a tap 16i dong. Néu 0 ¢ [cod f(z0)]*" (v) thi theo dinh Iy
tach, ton tai u € R™, u # 0 tach manh {0} va [codf (z0)]"" (v), tic la

0> sup <§, u> > sup <§, u>
£€(c0d f (xo)]' (v) £€[0f (w0)]tr (v)

va diéu nay mau thuan véi 0 < sup <§ , u> Vay
£€[0f (z0)]" (v)

0 €[00 f(x0)]" (v)-

Phan con lai ctia dinh 1y dude suy ra ngay tit két qua trén bang cach chov =1. [

T Dinh ly 4.2 ta suy ra

Hé qua 4.3. Cho f : R" — R™ la ham kha vi Gateaux tai xo va dat cuc tieu dia
phuong tai diém nay. Khi dé

Chitng minh. Vi nén thit ty K 16i, déong va nhon nén int K’ # (. Lay vy € intK’.
Khi d6 theo Dinh 1y 4.2 ta c6

0= [V f(x0)]" (vo)-
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Cho v € R™ tuy y. Goi A > 0 du bé sao cho vg + Av € K'. Khi d6

0= [V f(20)]" (vo + M) = [V f(20)]" (v0) + AV f (20)]" (v).

Suy ra [V f(z0)]"(v) =0 va do v € R™ tuy ¥ nén V f(xq) = 0. O

Truong hop f 1a ham vecto 161, ta c6

Hé qua 4.4. Gid st f : R® — R™ la ham vecto 107 (tuong ting vdi non K) dat
cuce tieu dia phuong tai xo va 0% f(xo) la dudi vi phan cia f tai xo. Khi do

0 € 8 f (o).

Chitng minh. Theo Dinh 1y 3.3 thi 9 f(z) 1a mot gia Jacobian 16i, compact ctia
f tai zy. Ap dung Dinh ly 4.2, ta c6

€ [0 f(x0)]" (v) v6imoi ve K’
Mat khéc, theo [7] ta c6 [0 f(20)] (v) = 0°(vf)(xo). Do dé véi y € R” tiy ¢ thi
(v, f(y) = flwo)) = (0)y) = (0f) (o) 2 0.
Do v tuy ¥ thuoe K’ nén f(y) — f(xo) € (K') = K, ttic la
f(y) = f(zo) = 0.
Vay 0 € 0 f(xo). O

Nhan xét 4.1. 1. Két luan ctia Dinh 1y 4.2 ciing ding cho truong hgp ham vecto
f dat cuc dai dia phuong tai zy (tuong tng véi néon K'). That vay, lac do ta ¢

(€ ).

Bang lap luan tuong tiu nhu ching minh ctia Dinh 1y 4.2 ta cling ¢6 0 €
[€00 f (x)]" (v) v6i moi v € K.

0> (vf) (zo;u) > inf (v,M(u))= inf (M"(v),u)=

Medf(xo) Medf(xo) 66[8f ]”(v

2. Nhu la mot truong hop dic biet cia He qua 4.3, néu ham f : R® — R kha
vi Gateaux tai o va dat cuc tiéu dia phuong tai diém nay thi 0 = V f(xz).

3. Néu f : R® — R Lipschitz dia phuong thi dudi vi phan Michel-Penot
OMP f(x4) 1a mot gia vi phan 16i, compact clia f tai ro. Theo Dinh 1y 4.2, néu
f dat cuc tiéu dia phuong tai o thi

0 € oo™ f(xo) = M f (o).
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Twong tu nhu vay, ta ciing cé
0 € 0° f(xo)

néu f: R* — R dat cuc tiéu (hay cuc dai) dia phuong tai xo, & day 9° f(xo)
la dudi vi phan Clarke ctia ham f tai .

4. Tit chitng minh ctia He qua 4.4 ta thay rang néu mot ham vecto 16i dat cuc
tiéu dia phuong tai diém z, thi ciing dat cuc tiéu toan cuc tai diém nay.
Vi du sau day cho thay ring trong trudng hgp tong quét, ta khong thé thay thé
(660 (20)]"(v) biing tap hap [0 ()] (v) dutge.

Vi du 4.5. Xét ham f : R — R? cho bdi

f(z) = (Vlal lzl)  voizeR.

Khi dé f dat cuc tiéu dia phuong tai 0 tuong tng véi nén K = Ri. Theo Vi du 2.3

thi tap hop
af(0) := {( Cll > : ( —al ) ta € (—oo;l]U[l;—i—oo)}

1a mot gid Jacobian cta f tai 0. Ly v = (0,1) € K’ thi ta ¢6 [0f(0)]" (v) = {—1,1}
va hién nhién 14 0 ¢ [0£(0)]* (v).

Dinh 1y sau day cho ta mot diéu kien can khac dé ham vecto dat cuc tiéu dia

phuong trén mot tap 16i khong rong trong R™.

Dinh 1y 4.6. Cho C la mot tap loi khong rong trong R™ va f : R — R™ la ham
vecto lién tuc, khd vi theo hudng tai vo € C. Néu xg la diém cuc tiéu dia phuong
(tuong ing vdi non K ) ciua f trén C va Of(xo) la mot gia Jacobian cia f tai zo thi
vdi moi v € K’ ta cé

sup (v, M(u)) >0 vdi moi u € Te(zo). (6)
Medf(xo)

Dac biét, khi m =1 va tha tu trén R la thi tu thong thuong thi ta co

sup (&u) >0 wdi moi u € Te(xo), (7)
£€0f (o)

trong dé To(zo) = {t(c — xo) : ¢ € C,t > 0} la nén tiép zic cia C tai xy.
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Chitng minh. Cho v € K’. Trudc hét ta sé chiing minh (6) ding v6i moi u = ¢ —xg
v6i ¢ € C. That vay, dé ¥ réing véi ¢ € C va zy € C thi ¢ + t(c — 2¢) € C Vvé6i
t € (0;1). Vi f dat cuc tiéu dia phuong trén C tai 2o nén véi t > 0 d bé, ta co

f(xo +t(c—x0)) — f(20)
t

(vf) (o + t(c — m0)) — (vf)(w0) _ <U’ f@o +t(c — x0)) — f($0)> >0

€ K. Tu day suy ra

t t

v6i t > 0 du bé. Diéu nay dan dén

(vf) " (z0; ¢ — o) = lirr;lsoup (vf) (o + e _t%)) — (vf) (o)

> 0.

Mt khac, do 0f(zg) 1a gid Jacobian cia f tai zp nén

sup (v, M(c—x9)) > (vf)*(20; ¢ — m9) >0,
Meaf(wo)

tic la (6) dang.

Bay gio cho u € T (xp), w = lim t;u; trong dé ¢; € C va t; > 0. Khi d6 v6i moi

1 €N, ta co

sup (v, M(u;)) > 0.
Medf(zo)

Cho 7 — oo ta dudc
sup (v, M(u)) > 0.

Medf(zo)

Trudng hop déc biet khi m = 1 va thi tu trén R 1a thi tu thong thudng (tic la
nén thit ty K = Ry) thi bang cach chon v = 1, ta c¢6 ngay diéu can chiing minh. [
Nhan xét 4.2. Trong Dinh 1y 4.6, néu xét C = R™ thi ta c¢6 T (r9) = R™. Lic d6

vol moi v € K’ va u € R”, ta ¢o

sup (v, M(u)) > 0.

Medf(xo)

Diéu nay dan dén 0 € [c0df(x¢)]" (v) nhu da chiing minh ¢ Dinh 1y 4.2. Nhu vay ¢6
thé thay ring Dinh ly 4.6 13 mot mé rong ctia dinh ly 4.2.
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PSEUDO-JACOBIAN AND EXTREMUM
OF CONTINUOUS VECTOR FUNCTIONS

Phan Nhat Tinh

Faculty of Sciences, University of Hue
Hoang Phuoc Lot

College of Pedagogy, Hue University

SUMMARY

In this paper, a notion of pseudo-Jacobian, one of the generalized derivative of

continuous 5 vector functions and some applications will be introduced. The ralation

between pseudo-Jacobian and subdifferential of convex vector functions and some

examples to illustrate this relation will be established. We also state some necessary

conditions for local extremizers of a continuous vector function. These theorem will

be a generalization of the necessary conditions for the scalar functions attain local

extremum that we have known.
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