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LỜI CAM ĐOAN

Tôi xin cam đoan đây là công trình nghiên cứu của riêng tôi. Các số

liệu, kết quả nghiên cứu và đồ thị nêu trong luận án là trung thực, được

các đồng tác giả cho phép sử dụng và chưa từng được ai khác công bố

trong bất kỳ một công trình hay tài liệu nào.

Tác giả luận án

Lê Thị Hồng Thanh
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LỜI CẢM ƠN

Tôi xin bày tỏ lòng biết ơn chân thành, sâu sắc cùng sự kính trọng

đến thầy giáo PGS.TS. Trương Minh Đức, người thầy đã tận tình chỉ dạy,

truyền cảm hứng và góp phần rất lớn trong định hướng nghiên cứu khoa

học của tôi. Thầy tận tình chỉ dẫn từng câu chữ, cách viết, công bố một bài

luận nghiên cứu cũng như động viên, cổ vũ tôi vượt qua khó khăn trong

quá trình học tập, nghiên cứu và hoàn thành luận án này. Tôi xin được tri

ân Thầy giáo của mình cũng như cảm tạ gia đình Thầy.

Tôi xin trân trọng cảm ơn đến quý thầy giáo, cô giáo Khoa Vật lý,

trường Đại học Sư phạm, Đại học Huế đã giảng dạy, giúp đỡ và tạo mọi

điều kiện thuận lợi trong thời gian tôi học tập và nghiên cứu. Tôi cũng xin

trân trọng cảm ơn đến Ban Giám hiệu, Phòng Đào tạo Sau đại học, trường

Đại học Sư phạm, Đại học Huế đã tạo điều kiện thuận lợi và chỉ dẫn tận

tình để tôi hoàn thành các thủ tục hành chính trong suốt thời gian học

tập.

Tôi xin gửi lời cảm ơn đến Ban Giám hiệu trường Đại học Quảng Nam

đã cho phép, tạo điều kiện thuận lợi và giúp đỡ tôi trong thời gian tôi học

tập, nghiên cứu và công tác. Xin trân trọng cảm ơn tới quý thầy giáo, cô

giáo tại Khoa Khoa học Tự nhiên và Kỹ thuật, trường Đại học Quảng

Nam cùng các đồng nghiệp tại trường Đại học Quảng Nam đã luôn động

viên, chia sẻ và giúp đỡ để tôi có thời gian học tập, nghiên cứu và hoàn

thành luận án.

Tôi xin cảm ơn tới các đồng môn của mình gồm Trần Quang Đạt, Hồ

Sỹ Chương, Phan Ngọc Duy Tịnh đã chia sẻ những khó khăn và giúp đỡ
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Cuối cùng, tôi xin dành tất cả niềm yêu thương và sự cảm tạ chân

thành đến đại gia đình của mình. Xin cảm ơn bố, mẹ và gia đình nhỏ trong
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đó có chồng và hai con gái yêu quý của tôi đã chịu nhiều vất vả và hi sinh

trong suốt thời gian tôi làm nghiên cứu sinh và hoàn thành luận án này.

Huế, tháng 11 năm 2022

Tác giả

Lê Thị Hồng Thanh
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1.1 Sự phụ thuộc của hàm phân bố xác suất tìm nguyên tử ở
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Pn(t) + 0.8, n = 10, |ξ| = 10. . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Đường đứt nét màu đỏ ứng với g
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(m, k) = (5, 5). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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2.5 Sự phụ thuộc của hàm g
(2)
ii (t) theo λt với |ξ| = 2, q = 2, Hình

b (đường đứt nét màu đỏ g
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11 (t)), (đường chấm chấm màu
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đường nét gạch đỏ [Pe(t) + 2] là (0, 0, 0), đường nét gạch

chấm màu xanh lá [Pe(t)+1] là (2, 2, 2), đường liền nét màu

xanh đậm Pe(t) là (5, 5, 5). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.10 Sự phụ thuộc của Pn(t) theo λt với các tham số n = 5,

r = 10, p = q = 2 và bộ (h, k, l) tương ứng với đường nét

gạch đỏ [Pn(t) + 1.1] là (0, 0, 0), đường nét gạch chấm màu

xanh lá [Pn(t) + 0.6] là (1, 1, 1), đường liền nét màu xanh

đậm Pn(t) là (3, 3, 3). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.11 Sự phụ thuộc của g
(2)
ii (t) theo λt trong các trường hợp (a)

r = 5, p = q = 0, (b) và (c) r = 10, p = q = 2. Bộ (h, k, l)

ứng với đường nét gạch đỏ g
(2)
ii (t) là (0, 0, 0), đường nét gạch

chấm màu xanh lá g
(2)
ii (t) + 0.02 là (1, 1, 1), đường liền nét

màu xanh đậm g
(2)
ii (t) + 0.04 là (3, 3, 3). . . . . . . . . . . . 57

2.12 Sự phụ thuộc của g
(2)
12 (t) theo λt với các tham số r = 10, p =

q = 2, và bộ (h, k, l) ứng với đường nét gạch đỏ g
(2)
12 (t)+0.06

là (0, 0, 0), đường nét gạch chấm màu xanh lá g
(2)
12 (t) + 0.03

là (1, 1, 1), đường liền nét màu xanh đậm g
(2)
12 (t) là (3, 3, 3). 59

3.1 Hàm Wigner của SPAPCS với các tham số q = 1, σ = 1,

|β| = 0.3, ϕa = ϕb = ϕ = 0. Hình (a) là sự phụ thuộc
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(k, l) = (3, 12). Hình (b) là sự phụ thuộc của W theo |ξ| với
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3.2 Hàm entropy tuyến tính L theo |ξ| với ϕ = π, σ = 1, q = 3.
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PHẦN MỞ ĐẦU

1. Lý do chọn đề tài

Trong thời đại ngày nay lĩnh vực thông tin liên lạc đang phát triển rất

nhanh cùng với sự phát triển vô cùng mạnh mẽ của khoa học và công nghệ.

Trong thông tin liên lạc yếu tố xử lý thông tin, tốc độ truyền tin và bảo

mật thông tin đã được đặt lên hàng đầu [1]. Trong lĩnh vực này, tính toán

lượng tử và truyền thông tin lượng tử đang được các nhà nghiên cứu hàng

đầu về lý thuyết cũng như thực nghiệm quan tâm nghiên cứu nhiều vì nó

hứa hẹn một cuộc cách mạng mới về kỹ thuật truyền thông lượng tử trong

tương lai không xa [2]. Điển hình là giải Nobel Vật Lý năm 2022 đã thuộc

về ba nhà khoa học Alain Aspect, John F. Clauser và Anton Zeilinger với

các nghiên cứu liên quan đến lĩnh vực lượng tử. Các kết quả của họ đã mở

đường cho việc ứng dụng công nghệ mới cũng như lĩnh vực nghiên cứu sâu

rộng như máy tính lượng tử, mạng lượng tử và truyền thông lượng tử. Sự

ra đời của ngành khoa học thông tin lượng tử và máy tính lượng tử phải kể

đến từ khi khái niệm rối lượng tử được Schrödinger đưa ra vào năm 1935

để giải thích nghịch lý Einstein-Podolsky-Rosen [3]. Sau đó, các ý tưởng về

hệ thống tính toán lượng tử và máy tính lượng tử lần lượt được đưa ra vào

năm 1980 bởi Manin [4] và vào năm 1982 bởi Feynman [5]. Các ý tưởng lý

thuyết đó cho đến nay đã bước đầu được hiện thực hoá bởi nhiều quốc gia

mạnh về kinh tế và công nghệ như Mỹ, Nga, Anh, Trung Quốc, Pháp và

Đức. Tính đến năm 2021, một số nghiên cứu và chế tạo thành công bước

đầu các mô hình thử nghiệm về các hệ thống máy tính lượng tử, điển hình

như hãng IBM có Q Systems One với 27 qubit, hãng Google có Sycamore

với 54 qubit, Đại học Khoa học và Công nghệ Trung Quốc có Zuchongzhi

với 66 qubit. Tất cả các mô hình thử nghiệm này đều có tốc độ tính toán
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và tính bảo mật vượt xa các siêu máy tính cổ điển mạnh nhất hiện nay như

Fugaku, Summit và Sierra. Tuy nhiên chúng vẫn còn bộc lộ nhiều nhược

điểm cần phải cải thiện và hoàn thiện hơn nữa về tính ổn định và nhiều

vấn đề kỹ thuật khác do số qubit chưa đảm bảo. Ngoài ra, lĩnh vực truyền

thông tin lượng tử đã thu được một số thành công bước đầu trong nghiên

cứu thực nghiệm như quá trình viễn tải lượng tử thành công các photon

và các nguyên tử với các khoảng cách khác nhau, quá trình viễn tải lượng

tử thành công hệ các hệ qubit với 5 nguyên tử ở khoảng cách 600 m vào

năm 2004 [6], hệ qubit photon với khoảng cách 143 km vào năm 2012 [7].

Đặc biệt, quá trình viễn tải lượng tử đã thực nghiệm thành công từ chùm

ánh sáng đến trạng thái dao động của một viên kim cương ở trạng thái vĩ

mô vào năm 2016 [8].

Trong lĩnh vực truyền thông lượng tử, các nguồn rối có biến liên tục

và biến gián đoạn đóng vai trò hết sức quan trọng trong việc thực hiện

các nhiệm vụ lượng tử [9]. Trong các nguồn rối có biến liên tục thì lớp các

trạng thái phi cổ điển đóng vai trò then chốt trong việc thực hiện các giao

thức lượng tử như mã đậm lượng tử (dense coding) [10], mật mã lượng tử

(cryptography) [11], sửa lỗi lượng tử (error correction) [12], phân bố khoá

lượng tử (key distribution) [13], đồng viễn tạo trạng thái (joint remote

state preparation) [14], hội thoại lượng tử (quantum dialogue) [15] và đặc

biệt là viễn tải lượng tử (teleportation) [16]. Các trạng thái phi cổ điển

hai mode như trạng thái nén chân không hai mode [17] hoặc trạng thái

kết hợp cặp [18] đã được đề xuất. Trên cơ sở hai trạng thái phi cổ điển

này, rất nhiều các trạng thái phi cổ điển mới đã được đưa ra và các tính

chất phi cổ điển của chúng đã được quan tâm nghiên cứu [19],[20],[21],[22].

Đặc biệt, có một họ các trạng thái phi cổ điển hai mode mới đã được đưa

ra dựa vào kỹ thuật thêm photon [23],[24], bớt photon [25],[26], thêm và

bớt photon [27],[28],[29] lên hai mode của trạng thái gốc ban đầu là trạng
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thái thái nén hai mode và trạng thái kết hợp cặp. Họ các trạng thái này

có các tính chất phi cổ điển cao, tính chất rối cao và trở thành các nguồn

tài nguyên rối để thực hiện các nhiệm vụ lượng tử như lái lượng tử [30] và

viễn tải lượng tử [31],[32]. Bên cạnh đó, từ khi trạng thái kết hợp bộ ba

được đưa ra [33] thì có rất nhiều các trạng thái phi cổ điển ba mode mới

được đề xuất cũng bằng các kỹ thuật thêm và bớt photon lên trạng thái

kết hợp bộ ba gốc và cho các tính chất rối cao cũng như tính chất phi cổ

điển vượt trội [34],[35]. Có thể khẳng định, các tính chất phi cổ điển và

các ứng dụng của họ các trạng thái phi cổ điển hai và ba mode mới này là

các quá trình không phụ thuộc vào thời gian.

Trong các quá trình động lượng tử thì quá trình tương tác một nguyên

tử hai mức với một trường điện từ đơn mode thông qua mô hình Jaynes-

Cummings (JC) [36] được gọi là một mô hình chuẩn trong quang học lượng

tử. Từ mô hình chuẩn này, sự mở rộng của chúng sang tương tác với trường

hai mode đã được khảo sát và nghiên cứu [37],[38],[39],[40],[41],[42], như

photon của các mode khác nhau của trường được tương quan thành cặp

bởi quá trình tương tác với nguyên tử đã gọi là mô hình JC hai mode

[35],[36],[40], hoặc mô hình JC hai photon suy biến [43],[44], được đề xuất

thông qua biến dạng của mô hình JC hai mode. Trong các mô hình này, các

tính chất của trường điện từ ở trạng thái kết hợp và kết hợp cặp trong mô

hình JC hai mode và mô hình JC hai photon suy biến không xét đến dịch

chuyển Stark đã được nghiên cứu và khảo sát [45],[46],[47],[48],[49],[50],[51].

Ngoài ra, các tính chất của trường hai mode ở trạng thái kết hợp cặp hoặc

ba mode ở trạng thái kết hợp bộ ba trong mô hình JC hai mode có xét đến

dịch chuyển Stark đã được nghiên cứu ở [36],[52],[53]. Có thể khẳng định

rằng, việc đề xuất các trạng thái phi cổ điển đa mode mới, nghiên cứu các

tính chất phi cổ điển và áp dụng chúng vào thông tin lượng tử vẫn còn là

một vấn đề thời sự. Các tính chất và các quá trình không phụ thuộc vào
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thời gian của chúng đã được nghiên cứu nhiều. Tuy nhiên, các tính chất

và các quá trình động của các trạng thái phi cổ điển đa mode mới, cụ thể

là họ các trạng thái mở rộng của hai mode kết hợp cặp và kết hợp bộ ba

vẫn chưa được nghiên cứu nhiều. Để có một cách nhìn toàn diện, chúng

tôi đã chọn đề tài "Nghiên cứu các tính chất, các quá trình động và ứng

dụng của một số trạng thái phi cổ điển hai và ba mode mới" để làm đề tài

nghiên cứu của luận án.

2. Mục tiêu nghiên cứu

Mục tiêu chung của đề tài là đề xuất được trạng thái phi cổ điển hai

mode mới và khảo sát các tính chất của trạng thái mới; nghiên cứu các

tính chất và các quá trình động của các trạng thái phi cổ điển hai mode và

ba mode mới trong quá trình tương tác với nguyên tử thông qua mô hình

JC khi có xét đến và không xét đến ảnh hưởng của môi trường; đánh giá

được mức độ thành công của quá trình viễn tải lượng tử với các nguồn rối

là kênh lượng tử rối nguyên tử-trường. Trên cơ sở đó, mục tiêu cụ thể của

luận án là:

- Đề xuất được trạng thái phi cổ điển hai mode mới bằng phương pháp

thêm photon và khảo sát các tính chất phi cổ điển của chúng như tính chất

phi Gauss và tính chất rối.

- Làm rõ được các tính chất động lượng tử của quá trình tương tác

nguyên tử-trường thông qua mô hình JC khi không xét đến ảnh hưởng của

môi trường, trong đó trường ở các trạng thái phi cổ điển hai mode và ba

mode mới, như các tính chất động học của nguyên tử, các tính chất động

lượng tử của trường, và độ rối giữa nguyên tử và trường.

- Làm rõ được các tính chất động lượng tử của quá trình tương tác

nguyên tử-trường thông qua mô hình JC khi có xét đến ảnh hưởng của
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môi trường, trong đó trường ở trạng thái phi cổ điển hai mode mới được

đề xuất, như định lượng độ rối giữa nguyên tử và trường bằng tiêu chuẩn

entropy tuyến tính và phương pháp toán tử mật độ theo thời gian.

- Sử dụng các kênh lượng tử rối nguyên tử-trường vào quá trình viễn

tải lượng tử và đánh giá mức độ thành công của quá trình viễn tải thông

qua độ trung thực trung bình.

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu của luận án là các trạng thái phi cổ điển, mô

hình JC trong tương tác giữa nguyên tử với các trường lượng tử, các tính

chất và các quá trình động lượng tử trong mô hình JC, và mô hình viễn

tải lượng tử.

Nội dung nghiên cứu của luận án được giới hạn trong phạm vi các

trạng thái phi cổ điển hai mode và ba mode mới là những trạng thái phi

cổ điển mới được đề xuất trong thời gian gần đây gồm các trạng thái kết

hợp cặp, các trạng thái kết hợp bộ ba và các trạng thái thêm photon lên

các trạng thái đó; mô hình JC hai mode gồm nguyên tử hai mức hiệu dụng

tương tác với các trường hai mode và ba mode mới. Các tính chất động học

của nguyên tử được khảo sát thông qua hàm phân bố xác suất tìm nguyên

tử ở trạng thái kích thích theo thời gian, các quá trình động lượng tử của

trường hai và ba mode mới được khảo sát thông qua hàm phân bố photon

theo thời gian và hàm tương quan bậc hai theo thời gian. Định lượng độ rối

theo thời gian giữa nguyên tử và các trường hai và ba mode mới thông qua

tiêu chuẩn entropy tuyến tính. Nguồn rối được sử dụng trong quá trình

viễn tải lượng tử là kênh lượng tử nguyên tử-trường với trường ở các trạng

thái phi cổ điển hai mode.

4. Phương pháp nghiên cứu
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Trong nghiên cứu các nội dung chính của luận án, chúng tôi đã sử

dụng các phương pháp sau:

- Phương pháp lượng tử hóa lần thứ hai được sử dụng trong đề xuất

đưa ra trạng thái hai mode mới, trong tính toán giải tích để nghiên cứu

các tính chất, các quá trình động học của các nguyên tử và trường ở các

trạng thái phi cổ điển đa mode;

- Phương pháp toán tử mật độ trong nghiên cứu các quá trình động

lượng tử của mô hình JC hai mode và định lượng độ rối nguyên tử-trường

trong mô hình này;

- Phương pháp thống kê lượng tử được sử dụng khi xây dựng các biểu

thức giải tích của độ trung thực trung bình vào đánh giá mức độ thành

công của quá trình viễn tải lượng tử;

- Phương pháp tính số và vẽ đồ thị bằng phần mềm Mathematica để

đánh giá các kết quả trong các nội dung nghiên cứu chính của đề tài.

5. Điểm mới của luận án

Luận án nghiên cứu về các tính chất, các quá trình động của các trạng

thái phi cổ điển hai và ba mode mới và áp dụng các trạng thái phi cổ điển

vào quá trình viễn tải lượng tử. Do đó, các điểm mới của luận án gồm

- Đã đưa ra được trạng thái phi cổ điển hai mode mới bằng phương

pháp thêm photon không định xứ và làm rõ được các tính chất của trạng

thái hai mode mới gồm tính chất phi Gauss và tính chất rối giữa các mode;

- Đã làm rõ được các tính chất động học của nguyên tử và các quá

trình động của trường ở các trạng thái phi cổ điển hai mode và ba mode

mới trong mô hình JC khi không xét đến ảnh hưởng của môi trường, và

định lượng được độ rối giữa nguyên tử và trường hai mode và ba mode mới

theo thời gian;
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- Đã làm rõ được các quá trình động của trường ở trạng thái phi cổ

điển hai mode mới trong mô hình JC khi có xét đến ảnh hưởng của môi

trường thông qua việc định lượng được độ rối giữa nguyên tử và trường

hai mode mới theo thời gian;

- Đã chỉ ra được sự thành công của quá trình viễn tải lượng tử với

nguồn rối là kênh lượng tử nguyên tử-trường.

6. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của luận án

Việc đề xuất trạng thái hai mode mới bằng phương pháp thêm photon

không định xứ và nghiên cứu các tính chất phi cổ điển của trạng thái mới

này góp phần hoàn thiện cơ sở lý thuyết về phương pháp thêm photon vào

các trạng thái gốc ban đầu, trạng thái mới được tạo thành với các tính

chất phi cổ điển được tăng cường sẽ là nguồn ứng dụng quan trọng trong

thực hiện các nhiệm vụ lượng tử.

Việc nghiên cứu các tính chất và các quá trình động học của nguyên

tử và trường trong tương tác nguyên tử-trường khi có xét và không xét

đến ảnh hưởng của môi trường góp phần bổ sung cơ sở lý thuyết về các

quá trình động học trong mô hình JC.

Việc khảo sát định lượng độ rối theo thời gian giữa nguyên tử và trường

góp phần bổ sung các nguồn rối hiệu quả cụ thể là nguồn rối nguyên tử-

trường trong thực hiện các nhiệm vụ lượng tử.

Việc thực hiện viễn tải lượng tử với kênh lượng tử rối nguyên tử-trường

góp phần cải tiến và hoàn thiện các mô hình lý thuyết về viễn tải lượng

tử, từ đó cung cấp thông tin cho vật lý thực nghiệm trong các quá trình

viễn tải lượng tử.

7. Bố cục của luận án
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Bố cục luận án gồm ba phần: phần mở đầu, phần nội dung và phần

kết luận. Ngoài ra còn có danh mục ký hiệu viết tắt, danh sách hình vẽ,

danh mục các công trình khoa học đã công bố liên quan đến các kết quả

nghiên cứu của luận án, tài liệu tham khảo và phụ lục.

- Phần mở đầu trình bày lý do chọn đề tài, mục tiêu nghiên cứu, đối

tượng và phạm vi nghiên cứu, phương pháp nghiên cứu, những đóng góp

mới của luận án, ý nghĩa khoa học và thực tiễn của luận án, bố cục luận án.

- Phần nội dung bao gồm bốn chương. Chương một trình bày về cơ sở

lý thuyết của luận án. Chương hai trình bày về việc khảo sát các tính chất

và các quá trình động học của các trạng thái phi cổ điển hai và ba mode.

Chương ba trình bày về trạng thái hai mode mới và các quá trình động

học của trạng thái mới này. Chương bốn trình bày ứng dụng các trạng thái

đa mode vào viễn tải lượng tử.

- Phần kết luận trình bày về những kết quả đã đạt được, đánh giá mức

độ đạt được so với mục tiêu đề ra, các ưu nhược điểm của đề tài, hướng

khắc phục và phát triển của đề tài.

Các kết quả nghiên cứu của luận án được công bố trong 05 công

trình dưới dạng các bài báo khoa học, trong đó 01 bài đã được đăng trên

tạp chí chuyên ngành nằm trong hệ thống SCIE (International Journal of

Theoretical Physics), 01 bài đã được đăng và 01 bài đã được nhận đăng

trên tạp chí chuyên ngành trong nước thuộc danh mục ACI (Hue University

Journal of Science: Natural Science, Dalat University Journal of Science),

01 bài đã được đăng trên tạp chí Khoa học, trường Đại học Sư phạm Huế,

và 01 bài đã được đăng trong Kỷ yếu Hội nghị Vật lý Thừa Thiên Huế.

Ngoài ra, có 01 bài đã gửi đăng trên tạp chí chuyên ngành quốc tế nằm

trong hệ thống SCIE (Optical and Quantum Electronics).
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PHẦN NỘI DUNG

Chương 1

CƠ SỞ LÝ THUYẾT

1.1. Mở đầu

Các trạng thái phi cổ điển là các trạng thái thể hiện một hoặc nhiều

tính chất phi cổ điển như tính chất nén, tính chất phản kết chùm, tính chất

rối, tính chất thống kê sub-Poisson mà có nhiều ứng dụng trong quang học

lượng tử và thông tin lượng tử [54]. Lớp các trạng thái phi cổ điển đầu tiên

được chỉ ra là các trạng thái nén đã được Stoler đưa ra vào năm 1970 [55]

và đã được Kimble khẳng định bằng thực nghiệm [56]. Tiếp đến là họ các

trạng thái kết hợp phi tuyến như trạng thái kết hợp cặp [57], trạng thái kết

hợp phi tuyến K hạt [58] và trạng thái kết hợp bộ ba [33]. Lớp các trạng

thái phi cổ điển kế tiếp với nhiều ứng dụng tiềm năng là các trạng thái

thêm/bớt photon lên một trạng thái cổ điển hoặc phi cổ điển nào đó để

tăng cường thêm tính chất phi cổ điển của trạng thái ban đầu, chẳng hạn

như trạng thái nén dịch chuyển thêm photon hai mode [32], trạng thái kết

hợp cặp chồng chất thêm và bớt photon hai mode [28], trạng thái kết hợp

bộ ba chồng chất thêm photon [34]. Các trạng thái phi cổ điển mới, đặc

biệt là các trạng thái phi cổ điển thêm, bớt photon đã và đang đóng vai

trò rất quan trọng trong thời gian gần đây. Do đó, có nhiều trạng thái phi

cổ điển mới tiếp tục được đề xuất, nghiên cứu và ứng dụng vào thực hiện

các giao thức, các nhiệm vụ trong kỹ thuật truyền thông lượng tử [59].

Có nhiều cách tiếp cận để chỉ ra một trạng thái là cổ điển hay phi

cổ điển. Thứ nhất là sử dụng hàm phân bố chuẩn xác suất Glauber-

9



Sudarshan [60]. Trạng thái là cổ điển khi hàm phân bố xác suất của trạng

thái đó nhận các giá trị thông thường. Nếu như hàm Glauber-Sudarshan

nhận các giá trị âm hoặc có tính kì dị mạnh hơn tính kì dị của hàm Delta

thì đó là trạng thái phi cổ điển [61]. Ngoài ra, trạng thái phi cổ điển cũng

được xác định trên cơ sở của hàm Wigner [62]. Đây cũng là một hàm phân

bố chuẩn xác suất vì nó có thể nhận giá trị âm. Khi hàm Wigner của một

trạng thái nhận giá trị âm, đó là trạng thái phi cổ điển. Tuy nhiên đây chỉ

là điều kiện đủ, bởi vì một trạng thái có hàm phân bố Wigner âm thì chắc

chắn đó là trạng thái phi cổ điển, nhưng trạng thái phi cổ điển không nhất

thiết phải có hàm Wigner âm, trạng thái nén là một ví dụ cho trường hợp

này [63]. Còn khi xét đến tính thống kê của hàm phân bố photon, chúng

ta có thể sử dụng hàm tương quan bậc hai để xét đến tính chất phản kết

chùm của photon mà đặc trưng cho các trạng thái phi cổ điển [64].

Trong chương này, chúng tôi sẽ trình bày các trạng thái phi cổ điển

như trạng thái kết hợp đơn mode thêm photon, trạng thái kết hợp cặp,

trạng thái kết hợp cặp thêm photon tổng quát, trạng thái kết hợp bộ ba và

trạng thái kết hợp bộ ba thêm photon. Đây là các trạng thái được chúng

tôi nghiên cứu trong quá trình chúng tương tác với nguyên tử trong mô

hình JC. Trước khi làm rõ các tính chất phi cổ điển của các trạng thái trên,

chúng tôi trình bày về trạng thái Fock và trạng thái kết hợp đơn mode.

Tiếp theo, chúng tôi trình bày về mô hình JC là một mô hình diễn tả sự

tương tác giữa ánh sáng và vật chất. Chúng tôi phân loại các mô hình JC

gồm đơn mode và đa mode với nguyên tử là nguyên tử hai mức hiệu dụng

và trường chính là các trường phi cổ điển đã được mô tả ở các tiểu mục

trước đó. Đây là mô hình cơ sở để chúng tôi tiếp tục khảo sát các quá trình

động lượng tử xảy ra theo thời gian khi nguyên tử tương tác với trường.
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1.2. Các trạng thái phi cổ điển hai và ba mode

1.2.1. Trạng thái Fock

Trạng thái Fock hay còn gọi là trạng thái số hạt |n⟩ mà được xây dựng

từ kết quả của quá trình lượng tử hóa lần thứ hai. Đây là trạng thái có số

hạt xác định và được khái quát từ trạng thái chân không. Trạng thái Fock

được thu bằng cách tác dụng liên tục các toán tử sinh lên trạng thái chân

không,

|n⟩ = â+n

√
n!

|0⟩ , (1.1)

trong đó |0⟩ là trạng thái chân không, â+ là toán tử sinh và n là số nguyên

không âm. Đây chính là trạng thái riêng của toán tử số hạt N̂ với trị riêng

tương ứng n thỏa mãn phương trình trị riêng

N̂ |n⟩ = n |n⟩ , (1.2)

với N̂ = â+â. Các trạng thái Fock phải thỏa mãn điều kiện trực chuẩn và

đầy đủ, nghĩa là

⟨m|n⟩ = δm,n và
∞∑
n=0

|n⟩ ⟨n| = 1, (1.3)

trong đó δm,n là hàm delta-Kronecker.

Khi tác dụng nhiều lần toán tử sinh hoặc hủy hạt lên trạng thái Fock,

ta được

â+m |n⟩ =
√

(n+m)!√
n!

|n+m⟩ ,

âk |n⟩ =
√
n!√

(n− k)!
|n− k⟩ ,

(1.4)

trong đóm,n và k là các số nguyên dương, k thỏa mãn điều kiện 0 < k < n,

và các toán tử sinh, hủy thỏa mãn các hệ thức giao hoán[
â, â+

]
= 1, [â, â] =

[
â+, â+

]
= 0. (1.5)
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Do các tính chất tiện lợi của trạng thái Fock, nên các trạng thái phi cổ điển

thường được biểu diễn qua trạng thái này. Đồng thời với tính chất của các

toán tử sinh, hủy trong biểu thức (1.4), kỹ thuật thêm (bớt) photon được

áp dụng lên các trạng thái Fock để tạo ra các trạng thái phi cổ điển với

các tính chất phi cổ điển được tăng cường [65]. Điều này rất quan trọng

khi thực hiện các nhiệm vụ lượng tử.

1.2.2. Trạng thái kết hợp đơn mode

Trạng thái kết hợp đơn mode được tạo thành bằng cách tác dụng toán

tử dịch chuyển lên trạng thái chân không như sau:

|α⟩ = D̂(α) |0⟩ , (1.6)

trong đó D̂(α) là toán tử dịch chuyển có dạng

D̂(α) = eαâ
+−α∗â, (1.7)

với α là một số phức được gọi là tham số dịch chuyển có dạng α = |α| eiφ,

biên độ |α| biến thiên từ 0 đến ∞, φ nằm trong khoảng từ 0 đến 2π (rad).

Trạng thái kết hợp này được giới thiệu bởi Glauber [66] và Sudarshan [60]

vào năm 1963 để mô tả các tính chất của chùm sáng laser. Trong đó tính

chất kết hợp là đặc trưng nổi bật của chùm sáng laser, nên nó còn có tên

gọi trên. Tên gọi trạng thái kết hợp đơn mode để phân biệt với trạng thái

kết hợp đa mode vì các hạt boson trong trạng thái này dao động cùng một

mode.

Trong biểu diễn trạng thái Fock, trạng thái kết hợp có dạng

|α⟩ = e−|α|2/2
∞∑
n=0

αn

√
n!

|n⟩ , (1.8)

trong đó |n⟩ là trạng thái Fock được cho trong biểu thức (1.1). Trạng thái

kết hợp còn được định nghĩa là trạng thái riêng của toán tử hủy boson với
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trị riêng α, nghĩa là thỏa mãn phương trình trị riêng

â |α⟩ = α |α⟩ . (1.9)

Áp dụng biểu thức (1.8), ta xác định được xác suất tìm n photon trong

trạng thái kết hợp

P (n) = |⟨n |α⟩|2 = e−|α|2 |α|
2n

n!
. (1.10)

Đây là hàm phân bố Poisson vì nó luôn nhận giá trị trong đoạn từ 0 đến 1.

Để biết được trạng thái kết hợp |α⟩ thuộc lớp các trạng thái cổ điển

hay phi cổ điển, chúng tôi sử dụng định nghĩa của hàm phân bố chuẩn xác

suất Glauber-Sudarshan [60]. Hàm phân bố P (α) của trạng thái ρ̂ là hệ số

khai triển của trạng thái trong biểu diễn trạng thái kết hợp

ρ̂ =

∫
P (α) |α⟩ ⟨α| d2α, (1.11)

thỏa mãn điều kiện
∫
P (α)d2α = 1. Sở dĩ P (α) được gọi là hàm phân bố

chuẩn xác suất vì ngoài các tính chất tương tự hàm phân bố xác suất thông

thường, hàm này có thể nhận các giá trị âm hoặc có tính kì dị mạnh hơn

tính kì dị của hàm delta. Các trạng thái cổ điển là các trạng thái có hàm

phân bố P (α) nhận các giá trị thông thường. Đối với các trạng thái phi cổ

điển, P (α) nhận các giá trị âm hoặc có tính kì dị cao.

Đối với trạng thái kết hợp |β⟩, hàm Glauber-Sudarshan P (α) là hàm

delta δ(2)(α− β). Theo tính chất của hàm delta đây là giới hạn cuối cùng

của hàm phân bố cổ điển. Do đó trạng thái kết hợp thuộc lớp các trạng

thái cổ điển. Tuy nhiên các tính chất của nó đều nằm ở giới hạn cuối cùng

có thể chấp nhận được theo quan điểm cổ điển nên ánh sáng kết hợp được

xem là ranh giới giữa ánh sáng cổ điển và phi cổ điển. Chính vì vậy trạng

thái kết hợp được sử dụng để tạo ra các trạng thái phi cổ điển, ví dụ với kỹ

thuật thêm/bớt photon lên trạng thái kết hợp đã tạo ra các trạng thái phi

cổ điển mới với nhiều tính chất phi cổ điển được tăng cường [18],[33],[67].
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1.2.3. Trạng thái kết hợp đơn mode thêm photon

Trạng thái kết hợp đơn mode thêm photon |α, k⟩ là trạng thái được

tạo ra bằng cách tác dụng toán tử sinh photon liên tiếp lên trạng thái kết

hợp đơn mode. Trạng thái này được Agarwal và công sự đề xuất vào năm

1991 [67], có dạng như sau:

|α, k⟩ = Cα,kâ
+k |α⟩ , (1.12)

trong đó |α⟩ là trạng thái kết hợp đơn mode được cho trong biểu thức (1.8),

k là số photon cùng mode được thêm vào, nó là số nguyên không âm và hệ

số Cα,k được xác định bởi

Cα,k =
〈
α
∣∣âkâ+k

∣∣α〉 = k∑
l=0

(k!)2

[(k − l)!]2 l!
|α|2(k−l).

= k!Lk

(
− |α|2

)
, (1.13)

với Lm(x) là đa thức Laguerre bậc m theo x.

Trong biểu diễn trạng thái Fock, trạng thái kết hợp đơn mode thêm

photon có dạng

|α, k⟩ = e−|α|2/2√
k!Lk

(
− |α|2

) ∞∑
n=0

αn
√

(n+ k)!

n!
|n+ k⟩ . (1.14)

Dưới dạng tường minh này, Agarwal và cộng sự đã chứng minh được trạng

thái kết hợp đơn mode thêm photon là trạng thái phi cổ điển với tính

thống kê sub-Poisson của photon. Bên cạnh đó, tính chất phi cổ điển càng

tăng cường khi số photon được thêm vào nhiều hơn. Trạng thái này cũng

đã được tạo ra bằng thực nghiệm bởi Zavatta và cộng sự [68]. Với việc đo

hàm Wigner của trạng thái tạo được bằng thực nghiệm và thu được các

giá trị âm trong không gian pha đã chứng tỏ đây là một trạng thái phi cổ

điển, trùng khớp với lý thuyết mà Agarwal và cộng sự đề xuất.
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1.2.4. Trạng thái kết hợp cặp

Xét một trường boson hai mode a và b với các toán tử hủy hai mode

tương ứng â và b̂. Trạng thái kết hợp cặp |ξ, q⟩ được định nghĩa là trạng

thái riêng của toán tử hủy cặp photon đồng thời trong hai mode [18] ứng

với trị riêng ξ

âb̂ |ξ, q⟩ = ξ |ξ, q⟩ , (1.15)

trong đó ξ là một số phức, ξ = |ξ| eiϕ với |ξ| , ϕ là các số thực bất kì và số

nguyên q là số photon chênh lệch giữa hai mode. Trạng thái kết hợp cặp

cũng là trạng thái riêng của toán tử hiệu số photon giữa hai mode, nghĩa là(
â+â− b̂+b̂

)
|ξ, q⟩ = q |ξ, q⟩ . (1.16)

Trong không gian Fock, trạng thái kết hợp cặp (PCS) có dạng

|ξ, q⟩ = Nq

∞∑
n=0

ξn√
n!(n+ q)!

|n+ q, n⟩ab , (1.17)

trong đó |m,n⟩ab = |m⟩a ⊗ |n⟩b là các trạng thái Fock hai mode a, b và hệ

số chuẩn hóa Nq. Để đơn giản, chúng tôi bỏ đi các chỉ số a, b trong kí hiệu

các trạng thái Fock và viết lại dạng của trạng thái kết hợp cặp trong biểu

thức (1.17) như sau:

|ξ, q⟩ =
∞∑
n=0

Cn |n+ q, n⟩ , (1.18)

trong đó

Cn = Nq
ξn√

n!(n+ q)!
, (1.19)

và hệ số chuẩn hóa

Nq =

[ ∞∑
n=0

|ξ|2n

n!(n+ q)!

]−1/2

. (1.20)
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1.2.5. Trạng thái kết hợp cặp thêm photon hai mode

Trạng thái kết hợp cặp thêm photon hai mode (PAPCS) lần đầu tiên

được Hong và cộng sự đề xuất vào năm 1999 trên cơ sở tác dụng liên

tiếp các toán tử sinh photon hai mode lên trạng thái kết hợp cặp với số

photon ở các mode đều bằng nhau [69]. Sau đó, Yuan và cộng sự đã tổng

quát hóa bằng việc đưa ra trạng thái kết hợp cặp thêm photon tổng quát

(GPAPCS) [70]. Lặp lại liên tiếp việc tác dụng toán tử sinh hai mode với

số photon tạo ra ở hai mode khác nhau lên trạng thái kết hợp cặp, các tác

giả đã thu được dạng của GPAPCS như sau:

|ξ, q;m, k⟩ = Nq;m,kâ
+mb̂+k |ξ, q⟩

= Cq;m,k

∞∑
n=0

Rn |n+ q +m,n+ k⟩ , (1.21)

trong đó m, k là số photon tương ứng được thêm vào hai mode a, b và các

hệ số có dạng

Cq;m,k = NqNq;m,k =

[ ∞∑
n=0

|ξ|2n (n+ q +m)!(n+ k)!

[n!(n+ q)!]2

]−1/2

, (1.22)

và

Rn =
ξn

n!(n+ q)!

√
(n+ q +m)!(n+ k)!. (1.23)

Trong biểu thức (1.21), nếu chọn m = k thì GPAPCS chính là trạng thái

kết hợp cặp thêm photon hai mode mà Hong và cộng sự đã đề xuất [69].

Trong trường hợp đặc biệt m = k = 0, thì GPAPCS trở thành PCS trong

biểu thức (1.18). Từ biểu thức (1.21), chúng ta có xác suất tìm (n+ q+m)

photon ở mode a và (n+ k) photon ở mode b tại t = 0 là

Pn,q;m,k(0) = |⟨n+ k, n+ q +m |ξ, q;m, k⟩|2 = C2
q;m,k |Rn|2 , (1.24)

trong đó Cq;m,k và Rn được xác định trong các biểu thức (1.22) và (1.23).
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1.2.6. Trạng thái kết hợp bộ ba

Trạng thái kết hợp bộ ba (TCS) của trường boson ba mode a, b và c

là trạng thái riêng của tích bộ ba toán tử hủy âb̂ĉ và các toán tử hiệu số

hạt [33] được xác định bởi các biểu thức sau:

âb̂ĉ |ξ, p, q⟩ = ξ |ξ, p, q⟩ ,(
N̂a − N̂b

)
|ξ, p, q⟩ = p |ξ, p, q⟩ ,(

N̂b − N̂c

)
|ξ, p, q⟩ = q |ξ, p, q⟩ ,

(1.25)

trong đó p và q là các số nguyên. Trong biểu diễn các trạng thái Fock,

trạng thái kết hợp bộ ba có dạng

|ξ, p, q⟩ =
∞∑
n=0

Cn (ξ) |na, nb, nc⟩ , (1.26)

trong đó |na, nb, nc⟩ = |n+ p+ q⟩a ⊗ |n+ q⟩b ⊗ |n⟩c là tích của các trạng

thái số hạt trong không gian Fock của ba mode a, b, c và hệ số khai triển

Cn (ξ) được xác định

Cn (ξ) = Np,q (r) ξ
n(na!nb!nc!)

−1/2, (1.27)

với

N−2
p,q

(r) =
∞∑
n=0

r2n(na!nb!nc!)
−1, (1.28)

và các tham số r, ξ liên hệ với nhau qua biểu thức ξ = reiϕ trong đó r, ϕ

là các số thực. Xác suất tìm đồng thời (n+p+ q) photon ở mode a, (n+ q)

photon ở mode b và n photon ở mode c là

Pn(0) = |⟨nc, nb, na|ξ, p, q⟩|2 = |Cn(ξ)|2 . (1.29)

Một số tính chất phi cổ điển của trạng thái kết hợp bộ ba đã được

nghiên cứu [33] với các sơ đồ thực nghiệm tạo ra trạng thái này cũng đã

được đề xuất [71]. Trạng thái kết hợp bộ ba cũng đã được ứng dụng vào

viễn tải lượng tử một trạng thái kết hợp dựa trên giao thức của Janszky

và cộng sự [72].
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1.2.7. Trạng thái kết hợp bộ ba thêm photon

Tương tự trạng thái kết hợp cặp thêm photon, trạng thái kết hợp bộ

ba thêm photon (PATCS) đã được đề xuất [34] bằng cách tác dụng liên

tục các toán tử sinh photon lên ba mode của trạng thái kết hợp bộ ba

như sau:

|ξ, p, q;h, k, l⟩ = Np,q;h,k,lâ
+hb̂+kĉ+l |ξ, p, q⟩ , (1.30)

với các số nguyên không âm h, k và l là số photon được thêm vào ba mode

a, b và c của trạng thái kết hợp bộ ba |ξ, p, q⟩, các toán tử â+, b̂+ và ĉ+ là

các toán tử sinh photon lên các mode của trường và Np,q;h,k,l là hệ số khai

triển được xác định bởi

N−2
p,q;h,k,l (r) =

∞∑
n=0

C2
n (r) (na + h)! (nb + k)! (nc + l)!

na!nb!nc!
, (1.31)

trong đó Cn(r) được cho trong biểu thức (1.27). Áp dụng biểu thức (1.26)

vào biểu thức (1.30), ta viết lại dạng của PATCS là

|ξ, p, q;h, k, l⟩ =
∞∑
n=0

Cn;h,k,l (ξ) |na + h, nb + k, nc + l⟩ , (1.32)

trong đó Cn;h,k,l (ξ) là hệ số khai triển có dạng

Cn;h,k,l (ξ) = Np,q;h,k,l (r) Cn (ξ)
√

(na + h)! (nb + k)! (nc + l)!√
na!nb!nc!

. (1.33)

Từ các biểu thức (1.26) và (1.32) dễ dàng suy ra khi h = k = l = 0 thì

PATCS trở thành TCS. Từ biểu thức (1.32), xác suất tìm (na+h) photon

ở mode a, (nb + k) photon ở mode b và (nc + l) photon ở mode c tại thời

điểm t = 0 là

Pn;h,k,l(0) = |⟨nc + l, nb + k, na + h|ξ, p, q;h, k, l⟩|2 = |Cn;h,k,l(ξ)|2 , (1.34)

trong đó Cn;h,k,l(ξ) được cho trong biểu thức (1.33). Một số tính chất phi

cổ điển của trạng thái này đã được nghiên cứu và chỉ ra vai trò của việc
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thêm photon vào trạng thái kết hợp bộ ba ban đầu làm tăng cường các

tính chất phi cổ điển hơn nữa [34]. Điều này rất cần thiết khi sử dụng các

trạng thái này làm nguồn rối trong quá trình viễn tải lượng tử. Đây cũng

là cơ sở để chúng tôi đề xuất trạng thái hai mode mới sẽ được đề cập cụ

thể trong chương 3.

1.3. Mô hình Jaynes-Cummings

1.3.1. Các cấu hình nguyên tử

Xét nguyên tử ở trạng thái cơ bản |g⟩ không bức xạ điện từ. Giả sử

nguyên tử hấp thụ một photon có tần số ω của một trường điện từ đa

mode sao cho chuyển dời năng lượng của nguyên tử chỉ được phép từ mức

cơ bản |g⟩ đến mức kích thích |e⟩, đây là trường hợp cộng hưởng. Đồng

thời chuyển dời được phép giữa hai trạng thái này là cộng hưởng xa đối

với tất cả các tần số khác của trường. Khi đó nguyên tử chỉ tương tác với

mode có tần số ω và các chuyển dời chỉ xảy ra giữa |g⟩ và |e⟩. Nguyên tử

được xem xét như một nguyên tử hai mức tương tác với trường điện từ

đơn mode có tần số ω.

Xét một trường đa mode trong đó có tần số ω1 là cộng hưởng với

chuyển dời giữa hai mức |e⟩, |i⟩ và một tần số ω2 là cộng hưởng với chuyển

dời giữa hai mức |g⟩, |i⟩. Giả sử rằng chuyển dời trực tiếp giữa hai mức

|e⟩ và |g⟩ bị cấm lưỡng cực. Xem tất cả các chuyển dời từ bất kỳ mức nào

trong số ba mức nói ở trên tới bất kỳ mức nào khác (không phải ba mức

trên) là không cộng hưởng với các tần số khác của trường. Khi đó nguyên

tử có thể được hình dung chỉ có ba mức |e⟩, |g⟩ và |i⟩ và trường chỉ có hai

mode có tần số ω1 và ω1 với ω1 ̸= ω2.

Một nguyên tử ba mức gồm |e⟩, |g⟩ và |i⟩ có thể được quy về nguyên
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tử có cấu hình hai mức hiệu dụng, trong đó |i⟩ được xem là mức trung

gian, khi thỏa mãn điều kiện các tần số ω1, ω2 là không cộng hưởng với các

chuyển dời tương ứng. Do đó, khi nguyên tử chuyển dời giữa hai mức |e⟩

và |g⟩ thì cần hấp thụ đồng thời hai tần số ω1 và ω2. Trong các tính toán

khi nguyên tử tương tác với trường điện từ trong mô hình JC, chúng tôi

luôn sử dụng nguyên tử hai mức hiệu dụng do tính tiện lợi của nó. Để đơn

giản trong tất cả các tính toán của luận án, chúng tôi xét trong hệ đơn vị

ℏ = c = 1.

1.3.2. Mô hình Jaynes-Cummings đơn mode

Mô hình JC đơn mode là một mô hình quang học lượng tử mô tả

tương tác giữa một nguyên tử hai mức với một trường điện từ đơn mode.

Mô hình này lần đầu tiên được đề xuất bởi Jaynes và Cummings vào năm

1963 [36], sau đó đã được thực nghiệm chứng minh [73]. Kể từ đó, mô

hình này rất phổ biến trong nghiên cứu khoang điện động lực học lượng

tử (QED), mạch QED đặc biệt là trong quá trình thông tin lượng tử vì

nó cho kết quả giải tích và dễ dàng mở rộng, đồng thời nó cũng dự đoán

chính xác một loạt các thí nghiệm. Bên cạnh đó mô hình này đã cung cấp

một cách đơn giản để tạo ra một trạng thái rối cụ thể [74],[75]. Việc mở

rộng mô hình JC để tạo ra họ các trạng thái rối khác nhau đã được nghiên

cứu rộng rãi chẳng hạn như tương tác giữa trường điện từ đơn mode với

các nguyên tử nhiều mức, tương tác giữa các trường điện từ đa mode với

nguyên tử hoặc tương tác nguyên tử-trường phụ thuộc cường độ và phụ

thuộc thời gian [76],[77],[78].

Tương tác của một trường điện từ E⃗ với một nguyên tử đơn electron

được mô tả bởi Hamiltonian trong phép gần đúng lưỡng cực [64] có dạng
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như sau:

Ĥ = ĤF + ĤA − eˆ⃗r
ˆ⃗
E, (1.35)

trong đó e là điện tích nguyên tố, ˆ⃗r là toán tử tọa độ của electron trong

nguyên tử, các toán tử ĤA và ĤF là Hamiltonian của nguyên tử và trường

điện từ tự do. Hamiltonian ĤF được cho dưới dạng các toán tử sinh và

toán tử hủy photon

ĤF =
∑
k

ωkâ
+
k âk, (1.36)

với ωk là tần số của photon mode k. Hamiltonian ĤA có dạng

ĤA =
∑
i

EiŜii, (1.37)

trong đó các toán tử Ŝij = |i⟩ ⟨j| là các toán tử dịch chuyển nguyên tử

với {|i⟩} là một tập hợp đủ các hàm riêng của toán tử ĤA ứng với các trị

riêng Ei. Số hạng thứ ba trong vế phải của biểu thức (1.35) mô tả tương

tác giữa nguyên tử và trường điện từ có dạng

eˆ⃗r
ˆ⃗
E =

∑
i,j

∑
k

℘ijŜij ε⃗k

√
ωk

2ϵ0V

(
âk + â+k

)
, (1.38)

trong đó ϵ0 là hằng số điện môi trong chân không, ε⃗k vectơ phân cực đơn

vị của trường điện từ và ℘ij = e
〈
i
∣∣∣ˆ⃗r∣∣∣ j〉 là yếu tố ma trận dịch chuyển

lưỡng cực điện. Thay các biểu thức (1.36), (1.37) và (1.38) vào biểu thức

(1.35), kết quả thu được Hamiltonian toàn phần của hệ trong phép gần

đúng lưỡng cực

Ĥ =
∑
k

ωkâ
+
k âk +

∑
i

EiŜii +
∑
i,j

∑
k

λijk Ŝij

(
âk + â+k

)
, (1.39)

trong đó chúng tôi đã đặt hệ số λijk như sau:

λijk = −℘ij ε⃗k

√
ωk

2ϵ0V
. (1.40)
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Xét một nguyên tử có hai mức cơ bản và mức kích thích với i = {g, e}

tương tác với trường điện từ. Theo định nghĩa của yếu tố ma trận dịch

chuyển lưỡng cực điện, ta có ℘eg = ℘ge. Từ biểu thức (1.40) suy ra λegk =

λgek = λk. Áp dụng biểu thức (1.39), Hamiltonian toàn phần của hệ gồm

một nguyên tử hai mức tương tác với trường điện từ có dạng

Ĥ =
∑
k

ωkâ
+
k âk +

∑
i={e,g}

EiŜii +
∑

i,j={e,g}

∑
k

λkŜij

(
âk + â+k

)
. (1.41)

Áp dụng các tính chất của toán tử dịch chuyển nguyên tử Ŝij∑
i={e,g}

Ŝii = 1, (1.42)

và đặt toán tử Ŝz =
1
2

(
Ŝee − Ŝgg

)
, Hamiltonian Ĥ ở biểu thức (1.41) được

viết lại

Ĥ =
∑
k

ωkâ
+
k âk + ω0Ŝz +

∑
k

λk

(
Ŝeg + Ŝge

)
(âk + â+k ), (1.43)

trong đó ω0 = Ee − Eg là hiệu năng lượng giữa hai mức của nguyên tử và

λk là hệ số tương tác giữa nguyên tử và photon mode k của trường điện

từ, λk nhận các giá trị thực.

Thành phần Hamiltonian tương tác trong biểu thức (1.43) bao gồm

bốn số hạng. Số hạng â+k Ŝge mô tả quá trình nguyên tử từ mức kích thích

về mức cơ bản và một photon mode k được tạo ra. Số hạng âkŜeg mô tả

quá trình ngược lại, nguyên tử hấp thụ một photon mode k và chuyển từ

mức cơ bản lên mức kích thích. Trong cả hai quá trình năng lượng được

bảo toàn. Số hạng âkŜge mô tả quá trình nguyên tử từ mức kích thích về

mức cơ bản và một photon bị hủy, kết quả hệ mất đi một lượng năng lượng

xấp xỉ 2ω0. Tương tự, số hạng â+k Ŝeg mô tả quá trình năng lượng của hệ

tăng lên một lượng xấp xỉ 2ω0. Bỏ qua các số hạng không bảo toàn năng

lượng, tương ứng với phép gần đúng sóng quay, Hamiltonian trong biểu

thức (1.43) được viết lại
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Ĥ =
∑
k

ωkâ
+
k âk + ω0Ŝz +

∑
k

λk

(
Ŝegâk + â+k Ŝge

)
, (1.44)

Từ biểu thức (1.44), Hamiltonian tương tác giữa nguyên tử hai mức

với trường điện từ trong mô hình JC đơn mode có dạng

Ĥ = ωâ+â+ ω0Ŝz + λ
(
Ŝegâ+ â+Ŝge

)
. (1.45)

Gọi ∆ = ω − ω0 là độ điều hưởng tần số giữa nguyên tử và trường. Biểu

thức (1.45) có thể được viết lại thành

Ĥ = (ω0 +∆) â+â+ ω0Ŝz + λ
(
Ŝegâ+ Ŝgeâ

+
)
, (1.46)

để thể hiện mức độ cộng hưởng hoặc không cộng hưởng tần số giữa nguyên

tử và trường đơn mode.

1.3.3. Mô hình Jaynes-Cummings hai mode

Mở rộng cho trường hợp trường hai mode với các tần số ω1 và ω2. Xét

một nguyên tử hai mức hiệu dụng với mức cơ bản |g⟩, mức trung gian |i⟩

và mức kích thích |e⟩. Giả sử Eg, Ei và Ee là các mức năng lượng riêng ứng

với các trạng thái |g⟩, |i⟩ và |e⟩, các năng lượng này thỏa mãn điều kiện

Eg < Ei < Ee . Trong điều kiện cộng hưởng hai photon chính xác, ta có

Ei − Eg = ω1 −∆, Ee − Ei = ω2 +∆, (1.47)

với ∆ là độ điều hưởng giữa tần số nguyên tử và trường. Từ biểu thức

(1.44), ta có Hamiltonian tương tác của một nguyên tử hai mức hiệu dụng

với trường hai mode trong phép gần đúng sóng quay và bỏ qua hiệu ứng

Stark có dạng

Ĥ =
2∑

j=1

ωjâ
+
j âj + ω0Ŝz + λ

(
Ŝegâ1â2 + â+1 â

+
2 Ŝge

)
. (1.48)
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Đây là biểu thức mô tả mô hình JC hai mode. Trường hợp đặc biệt, khi

hai mode của trường điện từ có tần số giống nhau ω1 = ω2 = ω thì biểu

thức (1.48) trở thành

Ĥ = 2ωâ+â+ ω0Ŝz + λ
(
Ŝegâ

2 + Ŝgeâ
+2
)
, (1.49)

là mô hình JC hai mode suy biến. Mô hình này là một biến dạng của mô

hình JC hai mode, trong đó chuyển dời giữa hai mức nguyên tử được thực

hiện bởi sự tác động đồng thời của hai photon của cùng một mode.

1.4. Các tính chất và các quá trình động trong mô

hình Jaynes-Cummings

1.4.1. Các tính chất thống kê theo thời gian của trường điện từ

đa mode

Các tính chất thống kê theo thời gian của trường điện từ đa mode

được đặc trưng qua hàm tương quan bậc hai theo thời gian [79] có dạng

như sau:

g
(2)
ii (τ) =

〈
Ê(−)(t)Ê(−)(t+ τ)Ê(+)(t+ τ)Ê(+)(t)

〉
〈
Ê(−)(t)Ê(+)(t)

〉2 , (1.50)

trong đó các toán tử cường độ điện trường Ê(−)(t) và Ê(+)(t) là thành phần

tần số âm và dương của trường điện từ tại thời điểm t. Hàm tương quan

bậc hai này cung cấp thông tin về xác suất quan sát một cặp photon sao

cho một photon được quan sát ở thời điểm t thì photon kia được quan sát

ở thời điểm sau đó một khoảng τ tại cùng một vị trí.

Với trạng thái kết hợp, g(2)(τ) = g(2)(0) = 1 nghĩa là các photon xuất

hiện độc lập với nhau. Nếu hai photon có xu hướng xuất hiện theo chùm,
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nghĩa là g(2)(0) > g(2)(τ), các photon kết chùm với nhau. Ngược lại nếu

g(2)(0) < g(2)(τ) thì các photon có xu hướng phản kết chùm. Đây là một

đặc trưng thể hiện tính chất phi cổ điển của các trường điện từ.

Khi lượng tử hóa lần thứ hai, hàm tương quan bậc hai (1.50) trở thành

g
(2)
ii (t) =

〈
â+i (t)â

+
i (t)âi(t)âi(t)

〉〈
â+i (t)âi(t)

〉2 , (1.51)

trong đó â+i (t) và âi(t) là các toán tử sinh và hủy photon phụ thuộc theo

thời gian của mode i với i = {1, 2}. Áp dụng các giao hoán tử của các toán

tử sinh, hủy trường boson và thực hiện các phép biến đổi sau〈
â+i (t)â

+
i (t)âi(t)âi(t)

〉
=

〈
n̂2i (t)

〉
− ⟨n̂i(t)⟩

=
〈
(∆n̂i(t))

2
〉
+ ⟨n̂i(t)⟩2 − ⟨n̂i(t)⟩ , (1.52)

trong đó ⟨n̂i(t)⟩ =
〈
â+i (t)âi(t)

〉
là số photon trung bình của mode i phụ

thuộc thời gian và
〈
(∆n̂i(t))

2
〉
là phương sai của số photon mode i được

xác định bởi 〈
(∆n̂i(t))

2
〉
=

〈
n̂2i (t)

〉
− ⟨n̂i(t)⟩2 (1.53)

Áp dụng biểu thức (1.52) vào biểu thức (1.51), hàm tương quan bậc

hai theo thời gian được viết lại như sau:

g
(2)
ii (t) =

〈
(∆n̂i(t))

2
〉
+ ⟨n̂i(t)⟩2 − ⟨n̂i(t)⟩

⟨n̂i(t)⟩2
. (1.54)

Khi phương sai của số photon bé hơn trị trung bình của nó thì hàm tương

quan bậc hai theo thời gian g
(2)
ii (t) trong biểu thức (1.54) có giá trị nằm

trong khoảng 0 < g
(2)
ii (t) < 1, nghĩa là các photon mode i có tính chất phản

kết chùm. Tính chất phi cổ điển này cũng liên quan đến thống kê photon

sub-Poisson do hàm chuẩn xác suất nhận giá trị âm.
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1.4.2. Xác suất tìm nguyên tử ở trạng thái kích thích

Xét hệ gồm một nguyên tử hai mức tương tác với trường điện từ lượng

tử đơn mode trong mô hình JC đơn mode. Hamiltonian toàn phần mô tả

cho hệ được xác định trong biểu thức (1.45). Tại thời điểm ban đầu, trạng

thái của hệ được mô tả bởi

|ψ(0)⟩ = |A⟩ ⊗ |F ⟩ , (1.55)

trong đó A là kí hiệu cho nguyên tử hai mức và F là kí hiệu cho trường

điện từ lượng tử đơn mode. Để đơn giản, xét nguyên tử ban đầu ở trạng

thái kích thích |e⟩ và trường ở trạng thái kết hợp |α⟩ được cho trong biểu

thức (1.8).

Để mô tả sự tiến hóa theo thời gian của hệ, chúng tôi sử dụng toán

tử Unita tiến hóa theo thời gian có dạng như sau

Û(t) = e−iĤt, (1.56)

trong đó Ĥ là Hamiltonian được xác định trong biểu thức (1.45). Trạng

thái của hệ tại thời điểm t có dạng

|ψ(t)⟩ = Û(t) |ψ(0)⟩ . (1.57)

Đến đây, chúng tôi giới thiệu các trạng thái mặc áo (dressed state) là các

trạng thái riêng của Hamiltonian tương tác toàn phần của hệ nguyên tử-

trường với các trị riêng năng lượng tương ứng. Các trạng thái này là sự

kết hợp giữa các trạng thái của nguyên tử và các trạng thái của trường

[62]. Khi xác định được các trạng thái mặc áo và các trị riêng năng lượng

tương ứng của chúng thì động học của hệ tương tác nguyên tử-trường trở

nên đơn giản. Lúc này trạng thái toàn phần của hệ là sự chồng chập của

các trạng thái mặc áo. Trong hệ được khảo sát gồm một nguyên tử hai

mức tương tác với trường đơn mode, các trạng thái mặc áo là hệ hai vectơ
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cơ sở |e, n⟩ và |g, n+ 1⟩ [64]. Áp dụng các biểu thức (1.45) và (1.56), dạng

của toán tử Û(t) trong hệ hai vectơ cơ sở của trạng thái mặc áo

Û(t) = Ûee |e⟩ ⟨e|+ Ûgg |g⟩ ⟨g|+ Ûeg |e⟩ ⟨g|+ Ûge |g⟩ ⟨e| , (1.58)

trong đó các yếu tố ma trận Ûij, với i, j = {e, g} được xác định

Ûee = cos
(
λt
√
â+â+ 1

)
, Ûgg = cos

(
λt
√
â+â

)
,

Ûeg = −i
sin

(
λt
√
â+â+ 1

)
√
â+â+ 1

â, Ûge = i
sin

(
λt
√
â+â+ 1

)
√
â+â+ 1

â+.
(1.59)

Áp dụng các biểu thức (1.55), (1.58) và (1.59) vào biểu thức (1.57), chúng

ta thu được trạng thái của hệ tại thời điểm t

|ψ(t)⟩ =
∞∑
n=0

[Ce,n(t) |e, n⟩+ Cg,n+1(t) |g, n+ 1⟩] , (1.60)

trong đó

Ce,n(t) = Cn(0) cos
(
λt
√
n+ 1

)
,

Cg,n+1(t) = −iCn(0) sin
(
λt
√
n+ 1

)
,

(1.61)

và hệ số Cn(0) được xác định trong biểu thức (1.8)

Cn(0) = e−|α|2/2 α
n

√
n!
. (1.62)

Xác suất tìm nguyên tử ở trạng thái kích thích Pe(t) theo thời gian

Pe(t) =
∞∑
n=0

|Ce,n(t)|2 =
1

2

∞∑
n=0

|Cn(0)|2
[
1 + cos

(
2λt

√
n+ 1

)]
. (1.63)

Xác suất Pe(t) phụ thuộc vào phân bố xác suất số photon ban đầu của

trường kết hợp |Cn(0)|2. Sử dụng biểu thức (1.63) để vẽ đồ thị hình 1.1 với

|α|2 = 10 cho trường ở trạng thái kết hợp tương tác với nguyên tử trong

mô hình JC đơn mode. Đồ thị cho thấy sự suy giảm và hồi phục của hàm

Pe(t) theo thời gian với tần số Rabi λ
√
n+ 1. Sự suy giảm và hồi phục của
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Hình 1.1: Sự phụ thuộc của hàm phân bố xác suất tìm nguyên tử ở trạng thái kích thích

Pe(t) theo λt với |α|2 = 10.

hàm Pe(t) được lặp lại theo thời gian tăng dần, với biên độ dao động Rabi

giảm và khoảng thời gian diễn ra sự hồi sinh ngày càng tăng và cuối cùng

trùng lặp với lần hồi sinh trước đó. Các hiện tượng suy giảm và hồi phục

có thể được giải thích từ biểu thức (1.63). Mỗi số hạng trong tổng đại diện

cho các dao động Rabi với một giá trị xác định là n. Hàm phân bố photon

|Cn(0)|2 xác định trọng số tương đối cho mỗi giá trị của n. Tại thời điểm

ban đầu t = 0, nguyên tử được chuẩn bị ở trạng thái xác định và do đó tất

cả các số hạng trong tổng là tương quan. Khi thời gian tăng lên, các dao

động Rabi liên quan đến các kích thích khác nhau có tần số khác nhau và

do đó trở nên không tương quan dẫn đến sự suy giảm của Pe(t). Khi thời

gian tăng, mối tương quan được khôi phục và sự hồi sinh xảy ra. Hành vi

này tiếp tục và thu được một chuỗi vô hạn các lần hồi sinh. Do đó, sự hồi

sinh là một hiện tượng lượng tử thuần túy.
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1.5. Tiêu chuẩn định lượng độ rối entropy tuyến tính

Trong trường hợp tổng quát, trạng thái của một hệ lượng tử được mô

tả bằng toán tử ma trận mật độ có dạng

ρ̂ =
∑
i

Pi |ψ⟩ ⟨ψ| , (1.64)

trong đó Pi là xác suất để hệ ở trạng thái |ψ⟩. Xét một hệ lượng tử hai

thành phần được mô tả bởi toán tử ma trận mật độ ρ̂. Ma trận mật độ

của hai hệ con A và B là các ma trận mật độ rút gọn của ρ̂, được định

nghĩa

ρ̂x = Tryρ̂, (1.65)

trong đó x, y = {A,B} với x ̸= y, kí hiệu Trx chỉ việc lấy vết theo không

gian của thành phần A hoặc B của hệ. Một hệ lượng tử được gọi là có thể

tách nếu ma trận mật độ của nó được viết dưới dạng

ρ̂ =
∑
i

Piρ̂i,A ⊗ ρ̂i,B. (1.66)

Ngược lại nếu ρ̂ không thể khai triển thành tổng của tích hai ma trận mật

độ thành phần như biểu thức (1.66) thì trạng thái đó được gọi là trạng

thái rối.

Định lượng độ rối là phép đo mức độ vướng víu các thành phần trong

hệ. Có nhiều tiêu chuẩn định lượng độ rối khác nhau như tiêu chuẩn entropy

Von Neumann, tiêu chuẩn độ đồng quy hoặc tiêu chuẩn entropy tuyến

tính [79]. Trong luận án này, chúng tôi chỉ sử dụng tiêu chuẩn entropy

tuyến tính để định lượng độ rối các thành phần trong hệ. Vì các giá trị

của entropy tuyến tính có giới hạn trên và giới hạn dưới cho phép chỉ ra

mức độ rối cực đại và cực tiểu của hệ.
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Hàm entropy tuyến tính không phụ thuộc thời gian được xác định

bởi [80]

L = 1− Tr
(
ρ̂2x
)
, (1.67)

trong đó ρ̂x là toán tử mật độ rút gọn của hệ được xác định trong biểu

thức (1.65), các giá trị của L luôn nằm từ 0 đến 1. Các thành phần trong

hệ đạt độ rối cực đại lý tưởng khi entropy tuyến tính đạt giá trị 1, và các

thành phần trong hệ hoàn toàn không rối với nhau khi entropy tuyến tính

bằng 0.

Khi xét đến độ rối giữa các thành phần trong hệ theo thời gian, ví

dụ độ rối giữa nguyên tử và trường theo thời gian khi chúng tương tác với

nhau trong mô hình JC, chúng tôi sử dụng tiêu chuẩn entropy tuyến tính

phụ thuộc theo thời gian có dạng [77]

Li(t) = 1− Tr[ρ̂2i (t)], (1.68)

trong đó toán tử ρ̂i(t) là toán tử mật độ rút gọn của hệ theo thời gian được

xác định bởi

ρ̂i(t) = Trjρ̂(t), (1.69)

với i, j = {A,F}, kí hiệu A dành cho nguyên tử và F dành cho trường

điện từ và ρ̂(t) là toán tử ma trận mật độ mô tả sự tiến hóa theo thời gian

của hệ. Các giá trị của entropy tuyến tính theo thời gian Li(t) cũng nằm

trong khoảng từ 0 đến 1, nó chỉ ra độ rối giữa trường và nguyên tử theo

thời gian. Trường và nguyên tử không rối với nhau nếu Li(t) = 0 và đạt

độ rối cực đại lý tưởng nếu Li(t) = 1.

1.6. Kết luận

Trong chương này, chúng tôi đã trình bày cơ sở lý thuyết về ba vấn

đề quan trọng, làm cơ sở cho các tính toán và khảo sát về sau của luận án,
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cụ thể như sau:

Thứ nhất, chúng tôi đã trình bày về một số trạng thái của trường

boson, các tính chất phi cổ điển của chúng gồm trạng thái Fock, trạng thái

kết hợp thêm photon, trạng thái kết hợp cặp, trạng thái kết hợp cặp thêm

photon, trạng thái kết hợp bô ba và trạng thái kết hợp bộ ba thêm photon.

Chúng tôi nhận thấy với phương pháp thêm photon vào các trạng thái gốc

ban đầu sẽ làm tăng cường tính chất phi cổ điển của các trạng thái phi cổ

điển. Điều này rất quan trọng vì nó cung cấp nguồn rối làm cơ sở cho việc

thực hiện các nhiệm vụ lượng tử.

Thứ hai, chúng tôi đã trình bày về mô hình JC là mô hình mô tả sự

tương tác của nguyên tử và trường lượng tử. Đây là cơ sở cần thiết cho các

nghiên cứu trong luận án. Với các tính chất đặc trưng của mô hình này đã

được thực nghiệm kiểm chứng như tính chất suy giảm và hồi phục của các

xác suất tìm photon, xác suất tìm nguyên tử ở trạng thái kích thích, sự

dao động Rabi của nguyên tử, hàm tương quan bậc hai theo thời gian mô

tả tính phản kết chùm của photon. Các phương pháp nghiên cứu để đưa

ra các tính chất động học này sẽ được dùng để khảo sát tương tác nguyên

tử-trường khi trường ở các trạng thái phi cổ điển hai và ba mode trong

chương 2 và 3.

Thứ ba, chúng tôi giới thiệu tiêu chuẩn định lượng độ rối không phụ

thuộc thời gian giữa các thành phần trong hệ và tiêu chuẩn entropy tuyến

tính theo thời gian để định lượng độ rối giữa nguyên tử và trường. Các

tiêu chuẩn này cho phép chúng tôi định lượng độ rối giữa các mode của các

trường phi cổ điển ở trạng thái dừng và định lượng độ rối giữa các trường

phi cổ điển với nguyên tử cũng như giữa một mode của trường với hệ con

gồm nguyên tử và mode còn lại. Việc định lượng độ rối là tiêu chí quan

trọng để chứng minh độ rối nguyên tử-trường là phù hợp khi sử dụng làm
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kênh lượng tử rối trong viễn tải lượng tử, sẽ được làm rõ trong chương 4.
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Chương 2

CÁC TÍNH CHẤT VÀ CÁC QUÁ TRÌNH ĐỘNG HỌC CỦA

CÁC TRƯỜNG ĐA MODE TRONG MÔ HÌNH

JAYNES-CUMMINGS

2.1. Mở đầu

Trong chương này, chúng tôi sẽ nghiên cứu các tính chất động học

của nguyên tử hai mức hiệu dụng và các quá trình động lượng tử của các

trường hai và ba mode trong mô hình JC. Các tính chất động học của

nguyên tử được khảo sát thông qua hàm phân bố tìm nguyên tử ở trạng

thái kích thích theo thời gian. Các quá trình động lượng tử của các trường

đa mode được khảo sát thông qua hàm phân bố số photon và hàm tương

quan bậc hai theo thời gian. Đồng thời chúng tôi sẽ định lượng độ rối giữa

nguyên tử và trường ở trạng thái kết hợp cặp thêm photon tổng quát và

trạng thái kết hợp bộ ba thêm photon và so sánh với trường hợp khi trường

ở trạng thái gốc ban đầu là trạng thái kết hợp cặp và kết hợp bộ ba.

2.2. Các tính chất và các quá trình động học của

trường ở trạng thái kết hợp cặp thêm photon

2.2.1. Hamiltonian toàn phần của hệ nguyên tử-trường trong

mô hình Jaynes-Cummings hai mode

Trong mục này, chúng tôi khảo sát tương tác nguyên tử-trường trong

mô hình JC hai mode gồm một nguyên tử hai mức hiệu dụng tương tác

với trường hai mode ở GPAPCS. Nguyên tử gồm có hai mức kích thích |e⟩

và cơ bản |g⟩ trong đó sự dịch chuyển giữa các mức được thực hiện thông
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qua quá trình hai photon. Giữa các mức này, nguyên tử còn có mức trung

gian |i⟩ mà sự dịch chuyển giữa hai mức |g⟩ và |i⟩, giữa hai mức |e⟩ và |i⟩

là được phép, trong khi dịch chuyển trực tiếp giữa hai mức |e⟩ và |g⟩ bị

cấm. Áp dụng biểu thức (1.48), Hamiltonian toàn phần của hệ được viết

trong phép gần đúng sóng quay và không xét đến dịch chuyển Stark có

dạng như sau:

Ĥ = ω1â
+â+ ω2b̂

+b̂+ ωŜz + λ
(
Ŝegâb̂+ â+b̂+Ŝge

)
, (2.1)

trong đó ω1 và ω2 là các tần số tương ứng với hai mode a và b của trường,

ω = ωe − ωg là tần số của nguyên tử thỏa mãn điều kiện ωe − ωi = ω1 + δ,

ωi−ωg = ω2−δ, với δ là độ điều hưởng của quá trình một photon, λ là hằng

số tương tác giữa nguyên tử và trường, các toán tử Ŝz =
1
2

(∣∣e〉〈e∣∣− ∣∣g〉〈g∣∣),
Ŝeg =

∣∣e〉〈g∣∣ và Ŝge =
∣∣g〉〈e∣∣ là các toán tử dịch chuyển nguyên tử.

Để đơn giản, chúng tôi chọn hệ hai vectơ cơ sở
∣∣e, n+ q+m,n+ k〉 và∣∣g, n + q +m + 1, n + k + 1

〉
. Các hàm riêng của Hamiltonian trong biểu

thức (2.1) được viết trong biểu diễn các trạng thái mặc áo [79] như sau:∣∣ψ±
n

〉
=

1√
2

(∣∣e, n+ q +m,n+ k
〉
±

∣∣g, n+ q +m+ 1, n+ k + 1
〉)
.

(2.2)

Giải phương trình trị riêng của Hamiltonian Ĥ trong biểu thức (2.1), chúng

tôi thu được kết quả các trị riêng tương ứng của Hamiltonian như sau

λ±n = ω1

(
n+ q +m

)
+ ω2

(
n+ k

)
+

1

2
ω ± λβn, (2.3)

trong đó

βn =
√
(n+ q +m+ 1)(n+ k + 1). (2.4)

2.2.2. Toán tử ma trận mật độ của hệ nguyên tử-trường

Xét toán tử Unita tiến hóa theo thời gian được định nghĩa như sau

Û(n, t) = e−iĤt, (2.5)
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trong đó Ĥ chính là Hamiltonian toàn phần của hệ trong biểu thức (2.1).

Các kết quả hàm riêng và trị riêng tương ứng của Ĥ trong các biểu thức

(2.2) và (2.3) dẫn đến biểu diễn ma trận của toán tử Unita theo thời gian

như sau:

Û(n, t) =

Uee(n, t) Ueg(n, t)

Uge(n, t) Ugg(n, t)

 , (2.6)

trong đó các yếu tố ma trận được cho bởi

Uee(n, t) = Ugg(n, t) =
1

2

(
e−iλ+

n t + e−iλ−
n t
)
,

Ueg(n, t) = Uge(n, t) =
1

2

(
e−iλ+

n t − e−iλ−
n t
)
.

(2.7)

Để mô tả sự tiến triển của hệ nguyên tử-trường theo thời gian, chúng

tôi sử dụng toán tử ma trận mật độ của hệ theo thời gian ρ̂(t). Giả sử

rằng toán tử ma trận mật độ tại thời điểm ban đầu t = 0 được kết hợp từ

nguyên tử và trường có dạng

ρ̂(0) = ρ̂A(0)⊗ ρ̂F (0), (2.8)

trong đó nguyên tử ban đầu ở trạng thái bất kì |A⟩ = µ |e⟩ + ν |g⟩ và

trường |F ⟩ ở GPAPCS được xác định trong biểu thức (1.21).

Theo thời gian, toán tử ma trận mật độ ρ̂(t) của hệ nguyên tử-trường

có dạng [79]

ρ̂(t) =e−iĤtρ̂(0)eiĤ
+t = Û(n, t)ρ̂(0)Û+(n, t)

=ρee,F (t) |e⟩ ⟨e|+ ρeg,F (t)⟩ |e⟩ ⟨g|

+ ρge,F (t)⟩ |g⟩ ⟨e|+ ρgg,F (t)⟩ |g⟩ ⟨g| , (2.9)

trong đó các yếu tố ma trận ρ̂ee,F (t), ρ̂eg,F (t), ρ̂ge,F (t) và ρ̂gg,F (t) được xác

định như sau:

ρ̂ee,F (t) = C2
q;m,k

∞∑
n,n′=0

[
|µ|2RnR∗

n′Uee(n, t)U
∗
ee(n

′, t)
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+ |ν|2Rn+1R∗
n′+1Ueg(n, t)U

∗
eg(n

′, t)

+ µν∗RnR∗
n′+1Uee(n, t)U

∗
eg(n

′, t) + νµ∗Rn+1R∗
n′Ueg(n, t)U

∗
ee(n

′, t)
]

× |n+ q +m,n+ k⟩ ⟨n′ + k, n′ + q +m| , (2.10)

ρ̂eg,F (t) = C2
q;m,k

∞∑
n,n′=0

[
|µ|2RnR∗

n′Uee(n, t)U
∗
eg(n

′, t)

+ |ν|2Rn+1R∗
n′+1Ueg(n, t)U

∗
gg(n

′, t)

+ µν∗RnR∗
n′+1Uee(n, t)U

∗
gg(n

′, t) + νµ∗Rn+1R∗
n′Ueg(n, t)U

∗
eg(n

′, t)
]

× |n+ q +m,n+ k⟩ ⟨n′ + k + 1, n′ + q +m+ 1| , (2.11)

ρ̂ge,F (t) = C2
q;m,k

∞∑
n,n′=0

[
|µ|2RnR∗

n′Ueg(n, t)U
∗
ee(n

′, t)

+ |ν|2Rn+1R∗
n′+1Ugg(n, t)U

∗
eg(n

′, t)

+ µν∗RnR∗
n′+1Ueg(n, t)U

∗
eg(n

′, t) + νµ∗Rn+1R∗
n′Ugg(n, t)U

∗
ee(n

′, t)
]

× |n+ q +m,n+ k⟩ ⟨n′ + k + 1, n′ + q +m+ 1| , (2.12)

ρ̂gg,F (t) = C2
q;m,k

∞∑
n,n′=0

[
|µ|2RnR∗

n′Ueg(n, t)U
∗
eg(n

′, t)

+ |ν|2Rn+1R∗
n′+1Ugg(n, t)U

∗
gg(n

′, t)

+ µν∗RnR∗
n′+1Ueg(n, t)U

∗
gg(n

′, t) + νµ∗Rn+1R∗
n′Ugg(n, t)U

∗
eg(n

′, t)
]

× |n+ q +m,n+ k⟩ ⟨n′ + k + 1, n′ + q +m+ 1| . (2.13)

Để khảo sát các tính chất và các quá trình động của trường trong mô

hình JC hai mode, chúng tôi sử dụng toán tử mật độ nguyên tử rút gọn

ρ̂A(t) và toán tử mật độ trường rút gọn ρ̂F (t) được định nghĩa theo biểu

thức (1.69), và các yếu tố ma trận của chúng được cho bởi [81]

ρplA(t) =
∞∑
n=0

⟨p, n+ k, n+ q +m |ρ̂(t)| l, n+ q +m,n+ k⟩ , (2.14)
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ρnn
′

F (t) =
∑
l=e,g

⟨l, n+ k, n+ q +m |ρ̂(t)| l, n′ + q +m,n′ + k⟩ , (2.15)

trong đó p, l = {e, g}. Các yếu tố ma trận được cho trong các biểu thức

(2.14) và (2.15) liên quan đến thống kê trường và động học nguyên tử mà

sẽ được làm rõ trong các mục tiếp theo.

2.2.3. Các tính chất động học của nguyên tử theo thời gian

Dựa vào biểu thức (2.9) của toán tử ma trận mật độ ρ̂(t) thể hiện sự

tương tác giữa nguyên tử và trường theo thời gian, chúng tôi tiến hành

khảo sát các tính chất động học của nguyên tử thông qua hàm phân bố

xác suất tìm nguyên tử ở trạng thái kích thích theo thời gian Pe(t). Trong

các tính toán dưới đây, để đơn giản chúng tôi giả sử rằng nguyên tử ban

đầu ở trạng thái kích thích. Sử dụng các yếu tố ma trận trên đường chéo

của ma trận mật độ nguyên tử rút gọn trong biểu thức (2.14), chúng tôi

thu được xác suất tìm nguyên tử ở trạng thái kích thích phụ thuộc theo

thời gian Pe(t) như sau:

Pe(t) = ρeeA (t) =
∞∑
n=0

⟨e, n+ k, n+ q +m |ρ̂(t)| e, n+ q +m,n+ k⟩

=
∞∑
n=0

Pn,q;m,k(0) cos
2(λtβn), (2.16)

trong đó Pn,q;m,k(0) và βn được cho bởi các biểu thức (1.24) và (2.4).

Từ biểu thức (2.16), nếu chọn các tham số thỏa mãn điều kiện m = k

và q = 0 thì Pe(t) dao động tuần hoàn với tần số λ(n + m + 1)/π, đó

chính là tần số dao động Rabi tương ứng với quá trình hai photon. Tần số

này phụ thuộc vào các tham số n và m là số photon được thêm vào hai

mode. Ngoài ra, các kết quả tính toán của chúng tôi đã chỉ ra các tính chất

của Pe(t) thể hiện rõ rệt nhất khi số photon được thêm vào hai mode của

trường bằng nhau. Do đó, trong các khảo sát chúng tôi luôn chọn m = k.
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Hình 2.1: Sự phụ thuộc của Pe(t) theo λt trong các trường hợp (a) q = 0, |ξ| = 2, và (b)

q = 10, |ξ| = 6. Đường đứt nét màu đỏ ứng với (Pe(t)+ 2) và (m, k) = (0, 0), đường chấm

chấm màu tím ứng với (Pe(t) + 1) và (m, k) = (2, 2), đường liền nét màu xanh ứng với

Pe(t) và (m, k) = (5, 5).

Hình 2.1 mô tả xác suất tìm nguyên tử ở trạng thái kích thích Pe(t)

là hàm của λt, trong đó hình 2.1(a) cho trường hợp q = 0, |ξ| = 2 và hình

2.1(b) cho trường hợp q ̸= 0, |ξ| = 6. Khi trường ở PCS (m = k = 0), các

kết quả thu được là hoàn toàn giống với [81], nghĩa là sự dao động của hàm

Pe(t) tuần hoàn theo thời gian và phụ thuộc vào tham số cường độ trường

ban đầu |ξ|. Khi |ξ| tăng, số dao động trong một chu kì cũng tăng lên. Khi

trường ở GPAPCS (m = k ̸= 0), các đường cong chấm chấm màu tím và

đường liền nét màu xanh chỉ ra ảnh hưởng của tham số |ξ| và việc thêm

photon vào hai mode của trường PCS, trong đó bộ tham số (m, k) là số

photon tương ứng được thêm vào hai mode a và b của trường. Khi cố định

|ξ| và q, số photon được thêm vào hai mode của trường càng tăng thì số

dao động trong mỗi chu kì cũng tăng lên và hình dạng của các bó dao động

trong một chu kì càng quy tắc và đều đặn. Đặc trưng này càng rõ nét khi

tham số |ξ| càng tăng (hình 2.1b). Trong trường hợp q = 0, hình dạng của

các bó dao động thể hiện sự suy giảm và hồi phục có tính chất đối xứng.

Khi q ̸= 0, trường ở PCS thì hình dạng của các bó dao động bắt đầu biến
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dạng theo thời gian, sự hồi phục mở rộng và chồng phủ với các chu kì kế

tiếp (đường đứt nét màu đỏ trong hình 2.1b). Tuy nhiên, nếu càng thêm

photon vào hai mode của trường thì số dao động trong mỗi chu kì tăng lên

và hình dạng của các bó dao động càng nhỏ gọn và tuần hoàn. Điều này

hoàn toàn khác khi trường ở PCS. Do đó, muốn khắc phục việc mất đối

xứng và biến dạng của các dao động Pe(t), chúng tôi đã chỉ ra rằng việc

sử dụng trường ở GPAPCS trong mô hình JC hai mode, nghĩa là thêm số

photon bằng nhau vào hai mode của trường PCS và tăng cường độ trường

ban đầu là cần thiết.

2.2.4. Các tính chất động lượng tử của trạng thái kết hợp cặp

thêm photon

Các trường phi cổ điển trong mô hình JC biểu hiện nhiều hiệu ứng

phi cổ điển theo thời gian, như sự dao động của hàm phân bố số photon,

thống kê photon sub-Poisson, tính chất phản kết chùm. Trong mục này,

chúng tôi nghiên cứu các tính chất động lượng tử của trường GPAPCS

trong quá trình tương tác với nguyên tử, đó là hàm phân bố photon theo

thời gian Pn(t) và hàm tương quan bậc hai theo thời gian g
(2)
ii (t) thể hiện

sự tương quan giữa các photon cùng mode của GPAPCS.

Áp dụng biểu thức (2.15), các yếu tố trên đường chéo của toán tử ma

trận mật độ trường rút gọn ρ̂F (t) chính là hàm phân bố photon theo thời

gian Pn(t) có dạng như sau

Pn(t) = ρnnF (t) =
∑
l=g,e

⟨l, n+ k, n+ q +m |ρ̂(t)| l, n+ q +m,n+ k⟩

= Pn,q;k,m(0) cos
2(λtβn) + Pn−1,q;k,m(0) sin

2(λtβn−1), (2.17)

trong đó Pn,q;k,m(0) và βn được cho trong các biểu thức (1.24) và (2.4).

Áp dụng biểu thức (1.54), hàm tương quan bậc hai theo thời gian
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được viết lại

g
(2)
ii (t) = 1 +

〈
(∆n̂i(t))

2
〉
− ⟨n̂i(t)⟩

⟨n̂i(t)⟩2
, (2.18)

trong đó các chỉ số 1, 2 tương ứng với các mode a, b của trường. Hàm

g
(2)
ii (t) luôn nhận các giá trị dương. Khi phương sai của số photon bé hơn

trị trung bình của nó thì g
(2)
ii (t) trong biểu thức (2.18) có giá trị nằm trong

khoảng từ 0 đến 1, nghĩa là các photon mode i có tính chất phản kết chùm.

Tính chất phi cổ điển này liên quan đến thống kê photon sub-Poisson. Nêu

giá trị của g
(2)
ii (t) lớn hơn 1, nghĩa là các photon mode i có tính chất kết

chùm [79].

Để tính trị trung bình của một toán tử bất kỳ phụ thuộc thời gian,

chúng tôi sử dụng biểu thức [79]〈
Ô(t)

〉
= Tr

[
ρ̂(t)Ô(0)

]
, (2.19)

trong đó Ô(0) là một toán tử bất kỳ không phụ thuộc thời gian và Ô(t) là

toán tử tại thời điểm t. Áp dụng các biểu thức (2.9), (2.17) vào biểu thức

(2.19), số photon trung bình của mode i được xác định bởi

⟨n̂i(t)⟩ = Tr[ρ̂(t)â+i âi] =
∞∑
n=0

Pn(t)ni

=
∞∑
n=0

Pn,q;k,m(0)ni +
∞∑
n=0

Pn,q;k,m(0) sin
2(λtβn), (2.20)

và trung bình của bình phương số photon của mode i có dạng

〈
n̂2i (t)

〉
= Tr[ρ̂(t)â+i âiâ

+
i âi] =

∞∑
n=0

Pn(t)n
2
i

=
∞∑
n=0

Pn,q;k,m(0)n
2
i + 2

∞∑
n=0

Pn,q;k,m(0)ni sin
2(λtβn)

+
∞∑
n=0

Pn,q;k,m(0) sin
2(λtβn), (2.21)
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Hình 2.2: Sự phụ thuộc của Pn(t) theo λt cho trường ở PCS (m = k = 0, q = 0). Đường

A ứng với Pn(t), n = 5, |ξ| = 3. Đường B ứng với Pn(t) + 0.3, n = 5, |ξ| = 5. Đường C

ứng với Pn(t) + 0.8, n = 10, |ξ| = 10.

trong đó Pn,q;k,m(0) và βn được cho trong các biểu thức (1.24), (2.4) và ni

là số photon mode i của trường. Thay các biểu thức (2.20) và (2.21) vào

biểu thức (2.18), chúng ta thu được kết quả chi tiết của hàm tương quan

bậc hai theo thời gian g
(2)
ii (t) như sau:

g
(2)
ii (t) =

〈
n̂2i (t)

〉
− ⟨n̂i(t)⟩

⟨n̂i(t)⟩2

=

[ ∞∑
n=0

Pn,q;k,m(0)n
2
i + 2

∞∑
n=0

Pn,q;k,m(0)ni sin
2(λtβn)

−
∞∑
n=0

Pn,q;k,m(0)ni

]

×

[ ∞∑
n=0

Pn,q;k,m(0)ni +
∞∑
n=0

Pn,q;k,m(0) sin
2(λtβn)

]−2

. (2.22)

Hình 2.2 và 2.3 mô tả sự phụ thuộc của hàm phân bố số photon Pn(t)

theo thời gian được xác định trong biểu thức (2.17). Hình 2.2 mô tả cho

trường PCS với m = k = 0. Đồ thị cho thấy Pn(t) dao động tuần hoàn theo

thời gian. Khi tăng cường độ trường ban đầu |ξ| thì biên độ dao động của

Pn(t) cũng tăng lên và các chu kì dao động càng rõ nét (đường A, B trong
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Hình 2.3: Sự phụ thuộc của Pn(t) theo λt với n = 10, |ξ| = 10. Đường đứt nét màu đỏ

ứng với Pn(t) và (m, k) = (0, 0), đường nét gạch chấm màu tím ứng với Pn(t) + 0.5 và

(m, k) = (2, 2), đường liền nét màu xanh ứng với Pn(t) + 1 và (m, k) = (5, 5).

hình 2.2). Khi tăng đồng thời số photon trung bình ban đầu của trường

và |ξ| thì tính chất dao động của Pn(t) càng rõ nét, số dao động trong mỗi

chu kì tăng lên, các bó dao động trong mỗi chu kì càng rõ ràng hơn (đường

C trong hình 2.2). Hình 2.3 cho phép so sánh sự dao động theo thời gian

của Pn(t) khi trường ở PCS và GPAPCS. Đường đứt nét màu đỏ ứng với

trường PCS, đường nét gạch chấm màu tím và đường liền nét màu xanh

ứng với trường GPAPCS. Khi càng thêm photon vào hai mode của trường,

chu kì dao động của Pn(t) càng rõ nét, số dao động trong mỗi chu kì và

biên độ dao động càng tăng lên. Do đó, chúng tôi nhận thấy việc thêm số

photon bằng nhau vào hai mode của trường PCS và tăng cường độ trường

ban đầu cũng như số photon trung bình ban đầu sẽ thể hiện rõ nét các

tính chất dao động của hàm phân bố số photon theo thời gian.

Hình 2.4 mô tả sự phụ của hàm tương quan bậc hai g
(2)
ii (t) theo thời

gian trong hai trường hợp, trường ở PCS (các đường đứt nét màu đỏ) và

trường ở GPAPCS (các đường chấm chấm màu tím và đường liền nét màu

xanh). Hình vẽ cho thấy g
(2)
ii (t) dao động tuần hoàn theo thời gian. Điều
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Hình 2.4: Sự phụ thuộc của hàm g
(2)
ii (t) theo λt với |ξ| = 2, q = 0. Đường đứt nét màu

đỏ ứng với g
(2)
ii (t) và (m, k) = (0, 0), đường chấm chấm màu tím ứng với g

(2)
ii (t) + 0.1 và

(m, k) = (2, 2), đường liền nét màu xanh ứng với g
(2)
ii (t) + 0.15 và (m, k) = (5, 5).

Hình 2.5: Sự phụ thuộc của hàm g
(2)
ii (t) theo λt với |ξ| = 2, q = 2, Hình b (đường đứt

nét màu đỏ g
(2)
11 (t)), (đường chấm chấm màu tím g

(2)
11 (t) + 0.1), (đường liền nét màu

xanh g
(2)
11 (t) + 0.15). Hình c (đường đứt nét màu đỏ g

(2)
22 (t)) (đường chấm chấm màu tím

g
(2)
22 (t) + 0.35), (5, 5) (đường liền nét màu xanh g

(2)
11 (t) + 0.4). Đường đứt nét màu đỏ ứng

với (m, k) = (0, 0), đường chấm chấm màu tím ứng với (m, k) = (2, 2), đường liền nét

màu xanh ứng với (m, k) = (5, 5).

này hoàn toàn khác với trường hợp khi trường ở trạng thái dừng chỉ là

đường cong tuyến tính [18], [70]. Hàm g
(2)
ii (t) biểu hiện tính chất phản kết

chùm của photon mode i theo thời gian khi giá trị của nó nằm trong khoảng
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từ 0 đến 1. Khi trường ở PCS, trường hợp q = 0 nghĩa là số photon trong

hai mode là như nhau, ta có g
(2)
ii (t) = g

(2)
11 (t) = g

(2)
22 (t), các photon trong

các mode a và b đều phản kết chùm. Khi càng tăng số photon thêm vào

hai mode của trường, giá trị của g
(2)
ii (t) càng tăng nhưng vẫn nằm trong

khoảng từ 0 đến 1, nghĩa là các photon trong mỗi mode của trường vẫn

thể hiện tính chất phản kết chùm tuần hoàn theo thời gian, đồng thời số

dao động trong mỗi chu kì cũng tăng lên.

Hình 2.5 tương tự hình 2.4 nhưng được khảo sát trong trường hợp

q ̸= 0, nghĩa là g
(2)
11 (t) ̸= g

(2)
22 (t). Khi trường ở PCS, sự dao động của các

hàm tương quan bậc hai g
(2)
11 (t) và g

(2)
22 (t) không còn tuần hoàn và đối xứng

(các đường đứt nét màu đỏ), thậm chí các photon mode b tại một vài thời

điểm không còn tính chất phản kết chùm (hình 2.5b). Tuy nhiên, khi thêm

đồng thời photon vào hai mode của trường ở GPAPCS, chu kì dao động

của g
(2)
ii (t) trở nên nhỏ gọn, tuần hoàn và các giá trị của nó vẫn nằm trong

khoảng từ 0 đến 1, nghĩa là các photon trong các mode đều có tính phản

kết chùm. Điều này cho thấy vai trò của việc thêm photon vào các mode

của trường PCS sẽ làm tăng tính chất phản kết chùm của GPAPCS.

2.2.5. Định lượng độ rối theo thời gian

Trong mục này, chúng tôi tiếp tục khảo sát các tính chất rối động của

hệ gồm nguyên tử hai mức hiệu dụng và trường GPAPCS, và hệ gồm một

mode của trường với hệ con gồm nguyên tử và mode còn lại của trường

GPAPCS. Tiêu chuẩn entropy tuyến tính phụ thuộc thời gian được xác

định trong biểu thức (1.68) được sử dụng để tính toán độ rối của các

hệ này.
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2.2.5.1. Định lượng độ rối theo thời gian của hệ nguyên tử-trường

Để khảo sát độ rối theo thời gian của hệ nguyên tử-trường, xét nguyên

tử ban đầu ở trạng thái kích thích, áp dụng ρ̂(t) ở biểu thức (2.9) để tính

entropy tuyến tính của nguyên tử theo thời gian LA(t) . Trước tiên, thực

hiện việc lấy vết ρ̂(t) trong biểu thức (2.9) theo hai mode của trường

GPAPCS, kết quả thu được toán tử mật độ nguyên tử rút gọn như sau:

ρ̂A(t) = TrF [ρ̂(t)]

= C2
q;m,k

∞∑
n=0

|Rn|2
[
|Uee (n, t)|2 |e⟩ ⟨e|+ |Ueg (n, t)|2 |g⟩ ⟨g|

]
+ C2

q;m,k

∞∑
n=1

[
RnR∗

n−1Uee (n, t)U
∗
eg (n− 1, t) |e⟩ ⟨g|

+Rn−1R∗
nUeg (n− 1, t)U ∗

ee (n, t) |g⟩ ⟨e|
]
, (2.23)

trong đó Cq;m,k và Rn được xác định trong các biểu thức (1.22), (1.23), và

các yếu tố ma trận theo thời gian của toán tử Unita Uij(n, t) với i, j = {e, g}

được xác định trong biểu thức (2.7). Áp dụng biểu thức (2.23) vào biểu

thức (1.68), kết quả tường minh của entropy tuyến tính của nguyên tử theo

thời gian có dạng

LA(t) =1− Tr[ρ̂2A(t)]

= 1− C4
q;m,k

∞∑
n,n′=0

{
|Rn|2 |Rn′|2

[
cos2(λtβn) cos

2(λtβn′)

+ sin2(λtβn) sin
2(λtβn′)

]
+ (Rn+1R

∗
nRn′R∗

n′+1 +RnR∗
n+1Rn′+1R∗

n′)

× sin(λtβn) sin(λtβn′) cos(λtβn+1) cos(λtβn′+1)
}
, (2.24)

trong đó Cq;m,k và Rn được xác định trong các biểu thức (1.22) và (1.23).

Tương tự, chúng tôi cũng thực hiện việc lấy vết ρ̂(t) theo nguyên tử để

thu được toán tử mật độ trường rút gọn ρ̂F (t) và entropy tuyến tính của
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trường theo thời gian LF (t). Kết quả entropy tuyến tính của trường theo

thời gian hoàn toàn trùng khớp với entropy tuyến tính của nguyên tử theo

thời gian. Do đó, dưới đây chúng tôi chỉ khảo sát entropy tuyến tính của

nguyên tử LA(t) theo thời gian. LA(t) mô tả độ rối của hệ nguyên tử và

hai mode của trường GPAPCS theo thời gian.

2.2.5.2. Định lượng độ rối theo thời gian của hệ con và một mode

của trường GPAPCS

Để khảo sát độ rối giữa mode b của GPAPCS và hệ con gồm nguyên

tử và mode a của GPAPCS, đầu tiên thực hiện việc lấy vết ρ̂(t) trong biểu

thức (2.9) theo mode b của trường để thu được entropy tuyến tính của hệ

con như sau:

ρ̂sub(t) = Trb [ρ̂(t)] =
∞∑
s=0

⟨s+ k |ρ̂(t)| s+ k⟩

= C2
q;m,k

∞∑
n

|Rn|2
{
cos2 (2λtβn) |e, n+ q +m⟩ ⟨n+ q +m, e|

+sin2 (2λtβn) |g, n+ q +m+ 1⟩ ⟨n+ q +m+ 1, g|
}

+ C2
q;m,k

∞∑
n=1

RnR∗
n−1

2 sin (ωt) cos (λtβn) sin (λtβn−1)

× (|e, n+ q +m⟩ ⟨n+ q +m, g|

+ |g, n+ q +m⟩ ⟨n+ q +m, e|) . (2.25)

Thay biểu thức (2.25) vào biểu thức (1.68), biểu thức tường minh của

entropy tuyến tính của hệ con theo thời gian có dạng

Lsub(t) =1− Tr[ρ̂2sub(t)]

=1− C4
q;m,k

∞∑
n=0

{
|Rn|4

[
cos4(λtβn) + sin4(λtβn)

]
+ 2 |Rn|2 |Rn+1|2 sin2(λtβn) cos2(λtβn+1)

}
. (2.26)
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Hình 2.6: Sự phụ thuộc của LA(t) theo λt với |ξ| = 2 trong hai trường hợp (a) q = 0 và (b)

q = 2. Đường đứt nét màu đỏ là LA(t) và (m, k) = (0, 0). Đường chấm chấm màu tím là

LA(t) + 0.5 và (m, k) = (2, 2). Đường liền nét màu xanh là LA(t) + 1.0 và (m, k) = (5, 5).

Hình 2.7: Sự phụ thuộc của LA(t) theo λt. Đường đứt nét màu đỏ là LA(t) ứng với

(m, k) = (0, 0), q = 0, |ξ| = 3. Đường chấm chấm màu tím là LA(t) + 0.5 ứng với

(m, k) = (2, 2), q = 0, |ξ| = 5. Đường liền nét màu xanh là LA(t) + 1.0 ứng với (m, k) =

(5, 5), q = 2, |ξ| = 5.

Các hình 2.6 và hình 2.7 mô tả độ rối giữa nguyên tử và trường trong

trường hợp nguyên tử ban đầu ở trạng thái kích thích. Khi trường ở PCS,

chúng tôi quan sát thấy độ rối nguyên tử-trường đạt giá trị xấp xỉ 0.4.

Trường hợp q = 0, các dao động của LA(t) là tuần hoàn và có tính chất

đối xứng, điều này sẽ biến mất khi q ̸= 0 (các đường đứt nét màu đỏ). Khi
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thêm photon vào hai mode của trường GPAPCS (các đường chấm chấm

màu tím và đường liền nét màu xanh), giá trị của LA(t) tăng lên và đạt

giá trị xấp xỉ 0.5, nghĩa là nguyên tử và trường càng rối với nhau. Ngoài

ra, khoảng thời gian rối giữa nguyên tử và trường trong mỗi chu kì cũng

tăng lên khi các photon càng được thêm vào hai mode của trường. Đồng

thời, giá trị của |ξ| càng lớn thì độ rối nguyên tử-trường càng tăng (hình

2.7). Trường hợp q ̸= 0, độ rối LA(t) không còn đối xứng trong mỗi chu kì.

Do tham số q là sự chênh lệch số photon giữa hai mode của trường, và các

quá trình đang xét đều là các quá trình tương quan hai photon, nên khi

q ̸= 0 và m ̸= k thì sự dao động mất đi tính đối xứng theo thời gian. Khi

lựa chọn điều kiện sao cho các tham số m và k bằng nhau và q = 0, các

hiệu ứng trong tương tác nguyên tử-trường càng rõ nét [82].

Hình 2.8: Sự phụ thuộc của Lsub(t) theo λt với q = 0. Hình (a) |ξ| = 1, (m, k) = (0, 0)

(đường đứt nét màu đỏ), (2, 2) (đường chấm chấm màu tím), (5, 5) (đường liền nét màu

xanh). Hình (b) (m, k) = (1, 1) với |ξ| = 2 (đường nét gạch chấm màu đen) và |ξ| = 5

(đường liền nét màu xanh).

Hình 2.8 mô tả độ rối theo thời gian giữa hệ con gồm nguyên tử và

mode a của trường GPAPCS với mode b còn lại. Trong trường hợp này,

chúng tôi thấy rằng độ rối Lsub(t) luôn cao hơn độ rối giữa nguyên tử-

trường LA(t). Hình 2.8(a) chỉ ra sự phụ thuộc của Lsub(t) theo thời gian

trong cả hai trường hợp trường ở PCS và GPAPCS với tham số cố định
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|ξ| = 1. Giá trị của Lsub(t) khi trường ở PCS đạt xấp xỉ 0.7 (đường đứt

nét màu đỏ), và khi thêm photon vào hai mode của trường GPAPCS, giá

trị của Lsub(t) lớn hơn và nhận giá trị cực đại xấp xỉ 0.8. Hình 2.8(b) chỉ

ra ảnh hưởng của |ξ| lên Lsub(t), giá trị |ξ| càng lớn thì giá trị của Lsub(t)

càng tăng. Như vậy, các tham số cường độ trường ban đầu và số photon

được thêm vào hai mode của trường đều ảnh hưởng đến độ rối giữa một

mode của trường GPAPCS và hệ con. Khi cường độ trường càng lớn và số

photon được thêm vào hai mode của trường càng tăng thì độ rối giữa một

mode của trường GPAPCS và hệ con theo thời gian càng tăng.

2.3. Các tính chất và các quá trình động học của

trường ở trạng thái kết hợp bộ ba thêm photon

2.3.1. Hamiltonian toàn phần của hệ nguyên tử-trường trong

mô hình Jaynes-Cummings hai mode

Mô hình JC hai mode được khảo sát trong mục này gồm một nguyên

tử hai mức hiệu dụng tương tác với trường ở trạng thái kết hợp bộ ba thêm

photon (PATCS). Nguyên tử có hai mức cơ bản và kích thích được kí hiệu

bởi hai vectơ |g⟩, |e⟩ ứng với các mức năng lượng ωg và ωe. Giữa hai mức

|g⟩ và |e⟩, nguyên tử có một mức trung gian |i⟩ có năng lượng ωi và năng

lượng của ba mức ωg, ωe và ωi là khác nhau.

Trạng thái kết hợp bộ ba thêm photon ứng với ba mode j = {1, 2, 3}

có các mức năng lượng ωj khác nhau thỏa mãn điều kiện ωi−ωg = ω1− δ,

ωe − ωi = ω2 + δ, trong đó δ là độ điều hưởng cho quá trình hấp thụ một

photon. Khi nguyên tử chuyển mức năng lượng giữa hai mức |g⟩ và |e⟩ thì

hấp thụ (phát xạ) cùng lúc hai photon mode a và mode b. Với một cấu

hình như vậy, thì các dịch chuyển một photon giữa |g⟩ và |i⟩, giữa |i⟩ và |e⟩
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mặc dù là được phép nhưng không khả thi vì vi phạm sự bảo toàn năng

lượng. Tuy nhiên dịch chuyển giữa |g⟩ và |e⟩ mặc dù bị cấm, nhưng có thể

bằng các quá trình hai photon. Nghĩa là bằng cách hấp thụ đồng thời một

photon từ mode a và một photon khác từ mode b thì nguyên tử nhảy từ

mức |g⟩ lên mức |e⟩. Tương tự, nó nhảy từ mức |e⟩ xuống mức |g⟩ bằng

cách phát xạ hai photon cùng lúc.

Áp dụng biểu thức (1.48), Hamiltonian toàn phần mô tả mô hình JC

hai mode của hệ nguyên tử-trường trong phép gần đúng sóng quay và bỏ

qua hiệu ứng Stark có dạng

Ĥ =
2∑

j=1

ωjâ
+
j âj +

ω

2
(|e⟩ ⟨e| − |g⟩ ⟨g|)

+ λ
(
|e⟩ ⟨g| â1â2 + â+1 â

+
2 |g⟩ ⟨e|

)
, (2.27)

trong đó ω = ωe−ωg, các toán tử âj và â
+
j là các toán tử hủy và sinh photon

mode j, và λ là hằng số tương tác giữa nguyên tử và trường. Chọn hệ hai

vectơ cơ sở trong biểu diễn trạng thái mặc áo là |e, na + h, nb + k, nc + l⟩

và |g, na + h+ 1, nb + k + 1, nc + l⟩. Hàm riêng và trị riêng tương ứng của

toán tử Ĥ trong biểu diễn trạng thái mặc áo được xác định cụ thể như sau:∣∣Ψ±
n

〉
=

1√
2
|e, na + h, nb + k, nc + l⟩

± 1√
2
|g, na + h+ 1, nb + k + 1, nc + l⟩ , (2.28)

ε±n = An ±Qn, (2.29)

trong đó các hệ số có dạng

An = ω1 (na + h) + ω2 (nb + k) +
1

2
ω, (2.30)

và

Qn = λ
√
(na + h+ 1) (nb + k + 1). (2.31)
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2.3.2. Toán tử mật độ theo thời gian

Để mô tả sự tiến triển của hệ nguyên tử-trường theo thời gian, chúng

tôi sử dụng toán tử ma trận mật độ của hệ được định nghĩa như sau:

ρ̂(t) = Û(n, t)ρ̂(0)Û+(n, t), (2.32)

trong đó Û(n, t) = e−iĤt là toán tử Unita tiến hóa theo thời gian và ρ̂(0)

là toán tử mật độ của hệ tại thời điểm ban đầu. Nếu xem nguyên tử ban

đầu ở trạng thái tổ hợp |A⟩ = µe |e⟩+ µg |g⟩, trong đó |µe|2 + |µg|2 = 1, và

trường |F ⟩ ở trạng thái kết hợp bộ ba thêm photon được xác định trong

biểu thức (1.32), thì toán tử ma trận mật độ của hệ tại thời điểm ban đầu

ρ̂(0) được kết hợp từ hai thành phần của nguyên tử và trường có dạng

ρ̂(0) = ρ̂A(0)⊗ ρ̂F (0) = |A⟩ ⟨A| ⊗ |F ⟩ ⟨F | =

 ρ̂ee(0) ρ̂eg(0)

ρ̂ge(0) ρ̂gg(0)

 , (2.33)

trong đó, các yếu tố ma trận tại thời điểm ban đầu ρ̂js(0) được xác định

bởi

ρ̂js(0) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

µjµ
∗
sCn;h,k,lC∗

m;h,k,l

× |j, na + h, nb + k, nc + l⟩ ⟨mc + l,mb + k,mc + h, s| , (2.34)

với j, s = {e, g} , j ̸= s.

Áp dụng Hamiltonian Ĥ trong biểu thức (2.27), chúng tôi thu được

dạng của toán tử Unita tiến hóa theo thời gian

Û (n, t) = e−iĤt =

 Uee(n, t) Ueg(n, t)

Uge(n, t) Ugg(n, t)

 , (2.35)

trong đó các yếu tố ma trận được xác định như sau:

Uee(n, t) = Ugg(n, t) =
1

2

(
e−iε+n t + e−iε−n t

)
,

Ueg(n, t) = Uge(n, t) =
1

2

(
e−iε+n t − e−iε−n t

)
,

(2.36)
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với ε±n được cho trong biểu thức (2.29).

Biểu thức tường minh của toán tử ma trận mật độ của hệ theo thời

gian ρ̂(t) thu được khi thay các biểu thức từ (2.33) đến (2.36) vào biểu

thức (2.32). Đồng thời, để đưa ra biểu thức giải tích mô tả các tính chất

động lượng tử của nguyên tử và trường trong mô hình JC, chúng tôi sử

dụng toán tử mật độ nguyên tử rút gọn ρ̂A(t) và toán tử mật độ trường

rút gọn ρ̂F (t) bằng cách lấy vết của ρ̂(t) theo các trạng thái của trường và

theo các trạng thái nguyên tử một cách tương ứng với các yếu tố ma trận

được xác định bởi

ρjsA (t) =
∞∑
n=0

⟨j, na,b,c;h,k,l| ρ̂(t)| s, na,b,c;h,k,l⟩ (2.37)

ρnmF (t) =
∞∑

j={e,g}

⟨j, na,b,c;h,k,l| ρ̂(t)| j,ma,b,c;h,k,l⟩, (2.38)

trong đó |na,b,c;h,k,l⟩ = |na + h, nb + k, nc + l⟩.

2.3.3. Các tính chất động học của nguyên tử theo thời gian

Các tính chất động học của nguyên tử theo thời gian được mô tả thông

qua xác suất tìm nguyên tử ở trạng thái kích thích Pe(t), đó chính là các

yếu tố ma trận trên đường chéo của toán tử mật độ nguyên tử rút gọn

ρ̂A(t). Thay các biểu thức (2.32) vào biểu thức (2.37), kết quả thu được

như sau:

Pe(t) = ρeeA (t) =
∞∑
n=0

⟨e, na,b,c;h,k,l| ρ̂(t)| na,b,c;h,k,l, e⟩

=
∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0) cos
2(Qnt), (2.39)

trong đó Pn;h,k,l(0) và Qn được cho trong biểu thức (1.34) và (2.31). Kết

quả giải tích ở biểu thức (2.39) chỉ ra khi các tham số được chọn thỏa
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Hình 2.9: Sự phụ thuộc của Pe(t) theo λt với các tham số (a) p = q = 0, r = 5, (b)

p = q = 2, r = 20 và bộ (h, k, l) tương ứng với đường nét gạch đỏ [Pe(t) + 2] là (0, 0, 0),

đường nét gạch chấm màu xanh lá [Pe(t) + 1] là (2, 2, 2), đường liền nét màu xanh đậm

Pe(t) là (5, 5, 5).

mãn điều kiện p = q = 0 và h = k = l thì Pe(t) dao động với tần số

λ(n+ h+ 1)/π, cũng chính là dao động Rabi của nguyên tử. Do đó trong

các hình vẽ bên dưới chúng tôi thường chọn các tham số ứng với h = k = l

khi khảo sát hai trường hợp p = q = 0 và p = q ̸= 0 cho trường ở TCS

và PATCS .

Hình 2.9 là đồ thị hàm Pe(t) phụ thuộc theo thời gian, đường nét gạch

đỏ dành cho trường ở TCS ứng với (h, k, l) = (0, 0, 0), hai đường còn lại

dành cho trường ở PATCS trong đó đường nét gạch chấm màu xanh lá

(h, k, l) = (2, 2, 2), đường liền nét màu xanh đậm (h, k, l) = (5, 5, 5). Hình

2.9(a) khảo sát cho trường hợp p = q = 0, r = 5 và hình 2.9(b) cho trường

hợp p = q = 2, r = 20. Đồ thị hình 2.9 chỉ ra trong cả hai trường hợp

TCS và PATCS sự hồi phục diễn ra đều đặn theo chu kì, hay Pe(t) dao

động với cùng chu kì hồi phục và có giá trị trong khoảng từ 0 đến 1. Tuy

nhiên bề rộng của khoảng hồi phục trong trường hợp PATCS lớn hơn TCS

do bản chất của phân bố sub - Poisson. Ngoài ra, khi tăng r số dao động

trong mỗi chu kì đều tăng lên (hình 2.9b). Bên cạnh đó, khi số photon
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thêm vào ba mode của trường tăng lên thì số dao động trong mỗi chu kì

hồi phục cũng tăng lên nhanh. Khi p = q = 0 (hình 2.9a), sự dao động

trong mỗi chu kì có tính chất đối xứng, tuy nhiên điều này không còn đúng

khi p = q ̸= 0 (hình 2.9b, đường nét gạch đỏ). Khi số photon thêm vào ba

mode của trường ở PATCS càng tăng thì sự đối xứng trong mỗi chu kì hồi

phục được cải thiện rõ rệt. Điều này cho thấy xác suất tìm nguyên tử ở

trạng thái kích thích Pe(t) không chỉ phụ thuộc vào cường độ trường ban

đầu qua tham số r, mà còn phụ thuộc vào số photon được thêm vào các

mode của trường ở PATCS.

2.3.4. Các tính chất động lượng tử của trạng thái kết hợp bộ ba

thêm photon

Các tính chất động lượng tử của trường ở PATCS được khảo sát thông

qua các hàm phân bố photon theo thời gian Pn(t), hàm tương quan bậc

hai cùng mode g
(2)
ii (t) và hàm tương quan bậc hai khác mode g

(2)
12 (t) theo

thời gian. Để đơn giản trong quá trình tính số và thảo luận, chúng tôi xét

nguyên tử ban đầu ở trạng thái kích thích. Áp dụng các biểu thức từ (2.33)

đến (2.36) vào biểu thức (2.38), chúng tôi thu được các kết quả cho các yếu

tố ma trận trên đường chéo chính của toán tử mật độ rút gọn của trường

cụ thể như sau:

Pn(t) = ρnnF (t)

= ⟨e, na,b,c;h,k,l| ρ̂(t)| e, na,b,c;h,k,l⟩+ ⟨g, na,b,c;h,k,l| ρ̂(t)| g, na,b,c;h,k,l⟩

= Pn;h,k,l(0) cos
2 (Qnt) + Pn−1;h,k,l(0) sin

2 (Qn−1t) , (2.40)

trong đó Pn;h,k,l(0) và Qn(t) được cho ở các biểu thức (1.34) và biểu

thức (2.31).
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Hàm tương quan bậc hai cùng mode phụ thuộc thời gian có dạng

g
(2)
ii (t) =

〈
â+2
i (t)â2i (t)

〉
−
〈
â+i (t)âi(t)

〉2〈
â+i (t)âi(t)

〉2 =

〈
n̂2i (t)

〉
− ⟨n̂i(t)⟩

⟨n̂i(t)⟩2
− 1, (2.41)

trong đó chỉ số i = {1, 2} tương ứng với mode a và mode b của trường

PATCS, và n̂i(t) = â+i (t)âi(t) là toán tử số photon theo thời gian của

mode i. Hàm g
(2)
ii (t) theo thời gian cho biết tính chất của photon mode i.

Khi phương sai của toán tử số photon bé hơn trị trung bình của nó thì

g
(2)
ii (t) nhận giá trị âm, chúng ta nói rằng photon có tính chất phản kết

chùm và ngược lại. Tính chất phản kết chùm của photon là điều đáng mong

đợi trong các hệ lượng tử do ứng dụng tạo ra các nguồn đơn photon của

chúng [83].

Trong biểu thức (2.41), thay các chỉ số i bằng các chỉ số {1, 2}, ta có

hàm tương quan bậc hai khác mode theo thời gian g
(2)
12 (t) có dạng

g
(2)
12 (t) =

⟨n̂1(t)n̂2(t)⟩ − ⟨n̂1(t)⟩ ⟨n̂2(t)⟩
⟨n̂1(t)⟩ ⟨n̂2(t)⟩

. (2.42)

Nếu g
(2)
12 (t) là đại lượng dương thì các photon mode a và mode b tương

quan với nhau, trong khi nếu g
(2)
12 (t) là âm thì các photon mode a và mode

b không tương quan với nhau. Áp dụng biểu thức (2.19) để tính trị trung

bình của một toán tử theo thời gian. Thay biểu thức (2.32) vào biểu thức

(2.19), chúng tôi thu được các kết quả trị trung bình và trị trung bình bình

phương của toán tử số photon mode i theo thời gian như sau:

⟨n̂i(t)⟩=
∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0)ni +
∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0) sin
2 (Qnt) , (2.43)

〈
n̂2i (t)

〉
=

∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0) (2ni + 1) sin2 (Qnt) +
∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0)n
2
i , (2.44)

⟨n̂1(t)n̂2(t)⟩ =
∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0) (n1 + n2 + 1) sin2 (Qnt)
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+
∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0)n1n2. (2.45)

Thay các biểu thức (2.43), (2.44) và (2.45) vào các biểu thức (2.41) và

(2.42), kết quả thu đuợc hàm tương quan bậc hai cùng mode theo thời gian

g
(2)
ii (t) =

∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0)2ni sin
2 (Qnt) +

∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0)
(
n2i − ni

)
[ ∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0)ni +
∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0) sin
2 (Qnt)

]2 − 1, (2.46)

và hàm tương quan bậc hai khác mode theo thời gian

g
(2)
12 (t) =

∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0) (n1 + n2 + 1) sin2 (Qnt) +
∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0)n1n2

∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0) (n1 + n2) + 2
∞∑
n=0

Pn;h,k,l(0) sin
2 (Qnt)

− 1. (2.47)

Hình 2.10: Sự phụ thuộc của Pn(t) theo λt với các tham số n = 5, r = 10, p = q = 2 và

bộ (h, k, l) tương ứng với đường nét gạch đỏ [Pn(t)+1.1] là (0, 0, 0), đường nét gạch chấm

màu xanh lá [Pn(t) + 0.6] là (1, 1, 1), đường liền nét màu xanh đậm Pn(t) là (3, 3, 3).

Hình 2.10 là đồ thị sự phụ thuộc của Pn(t) theo λt với các tham số

n = 5, r = 10, p = q = 2. Khi trường ở TCS, hàm phân bố photon theo

thời gian Pn(t) có biên độ dao động xấp xỉ 0.2, trong khi ở PATCS biên độ

56



Hình 2.11: Sự phụ thuộc của g
(2)
ii (t) theo λt trong các trường hợp (a) r = 5, p = q = 0,

(b) và (c) r = 10, p = q = 2. Bộ (h, k, l) ứng với đường nét gạch đỏ g
(2)
ii (t) là (0, 0, 0),

đường nét gạch chấm màu xanh lá g
(2)
ii (t)+0.02 là (1, 1, 1), đường liền nét màu xanh đậm

g
(2)
ii (t) + 0.04 là (3, 3, 3).

dao động này xấp xỉ 0.4 và 0.6 tương ứng với số photon được thêm vào ba

mode của trường là (1, 1, 1) và (3, 3, 3). Bên cạnh đó, đồ thị hình 2.10 còn

cho thấy khi trường ở TCS các chu kì dao động của Pn(t) không rõ ràng,

chu kì sau chồng phủ với chu kì trước. Tuy nhiên, khi thêm photon vào

các mode của trường ở PATCS, chúng ta thấy rõ sự dao động tuần hoàn

của Pn(t) theo thời gian với sự tách biệt rõ ràng trong mỗi chu kì, đồng

thời giá trị cực đại của Pn(t) cũng tăng lên theo sự tăng số photon vào ba

mode của trường.

Hình 2.11 mô tả sự phụ thuộc của hàm tương quan bậc hai cùng mode

g
(2)
ii (t) theo thời gian, nó cho biết tính chất của các photon mode i theo

thời gian, với i = {1, 2} tương ứng với các mode a và b của trường PATCS.
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Trong đó, hình 2.11(a) được vẽ cho trường hợp p = q = 0, nghĩa là số

photon trong ba mode của trường ở TCS và PATCS là như nhau, nên

g
(2)
ii (t) = g

(2)
11 (t) = g

(2)
22 (t). Hình 2.11(b) và hình 2.11(c) được vẽ cho trường

hợp p = q ̸= 0 nghĩa là số photon ở các mode là khác nhau, trong đó

hình 2.11(b) mô tả tính chất các photon trong mode a và hình 2.11(c) mô

tả tính chất các photon trong mode b của PATCS. Các đồ thị cho thấy

hàm tương quan bậc hai cùng mode theo thời gian g
(2)
ii (t) luôn âm trong

mọi trường hợp khi trường ở TCS hay PATCS, nghĩa là các photon trong

hai mode a và b đều có tính phản kết chùm. Tuy nhiên, khi thêm photon

vào các mode của trường (đường nét gạch chấm màu xanh lá và đường liền

nét màu xanh đậm) thì giá trị của hàm g
(2)
ii (t) có tăng lên và chu kì dao

động của nó càng rõ ràng hơn. Bên cạnh đó, việc tăng cường độ trường ban

đầu thông qua tham số r cũng làm cho chu kì dao động của g
(2)
ii (t) rõ ràng

hơn và số dao động trong mỗi chu kì cũng tăng lên. Ngoài ra trong hình

2.11(c), khi số photon các mode là khác nhau thì giá trị của hàm g
(2)
22 (t)

bé hơn rất nhiều so với g
(2)
11 (t). Điều này càng chứng tỏ số photon được

thêm vào ba mode của trường PATCS và cường độ trường ban đầu có ảnh

hưởng lớn đến tính chất phản kết chùm của photon các mode trong quá

trình chúng tương tác với nguyên tử trong mô hình JC hai mode [84].

Hình 2.12 mô tả mối tương quan giữa hai mode a, b qua đồ thị hàm

tương quan bậc hai khác mode g
(2)
12 (t) theo thời gian. Đồ thị cho thấy trong

cả hai trường hợp khi trường ở TCS hay PATCS thì các photon ở hai mode

a và b của trường đều tương quan với nhau vì hàm g
(2)
12 (t) luôn dương. Khi

càng thêm số photon vào ba mode của trường thì giá trị cực đại của g
(2)
12 (t)

có giảm nhẹ, nhưng số dao động trong mỗi chu kì tăng lên, sự dao động là

tuần hoàn, đều đặn và có sự phân biệt rõ ràng giữa các chu kì.
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Hình 2.12: Sự phụ thuộc của g
(2)
12 (t) theo λt với các tham số r = 10, p = q = 2, và bộ

(h, k, l) ứng với đường nét gạch đỏ g
(2)
12 (t) + 0.06 là (0, 0, 0), đường nét gạch chấm màu

xanh lá g
(2)
12 (t) + 0.03 là (1, 1, 1), đường liền nét màu xanh đậm g

(2)
12 (t) là (3, 3, 3).

2.4. Kết luận

Chúng tôi đã nghiên cứu các tính chất và các quá trình động học của

nguyên tử và trường trong mô hình Jaynes-Cumming bằng phương pháp

toán tử mật độ theo thời gian và toán tử Unita với các kết luận cụ thể sau:

Thứ nhất, trong cả hai trường hợp khảo sát là trường ở trạng thái

kết hợp cặp thêm photon tổng quát và trường ở trạng thái kết hợp bộ ba

thêm photon, các tính chất động học của nguyên tử đều tuần hoàn theo

thời gian thể hiện sự dao động Rabi của nguyên tử trong quá trình tương

tác với các trường phi cổ điển. Các quá trình động lượng tử của trường

GPAPCS và PATCS cũng có sự dao động tuần hoàn theo thời gian và thể

hiện các tính chất phản kết chùm của photon trong các mode của trường.

Nguyên tử và trường trong mô hình JC hai mode thể hiện tính chất rối

theo thời gian, đây là kết quả đáng mong đợi để sử dụng kênh lượng tử rối

này vào thực hiện các nhiệm vụ lượng tử.

Thứ hai, các tính chất động học của nguyên tử và các quá trình động
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lượng tử của trường đều bị ảnh hưởng bởi các tham số cường độ trường

ban đầu và số photon được thêm vào các mode của các trường đa mode.

Khảo sát cho thấy khi tăng cường độ trường ban đầu và càng thêm photon

vào hai mode của trường với điều kiện số photon thêm vào các mode là

như nhau thì các tính chất và các quá trình động đều thay đổi theo chiều

hướng cải thiện hơn. Điều này càng thấy rõ trong việc định lượng độ rối

theo thời gian giữa nguyên tử và trường. Nó là cơ sở quan trọng để chúng

tôi sử dụng nguồn rối này trong chương 4 để thực hiện viễn tải lượng tử.

Thứ ba, các phương pháp được chúng tôi sử dụng trong chương này

là phương pháp toán tử mật độ mà cho phép mô tả sự diễn biến của hệ

nguyên tử-trường theo thời gian và toán tử Unita theo thời gian. Mô hình

mà chúng tôi sử dụng là mô hình Jaynes-Cumming hai mode trong điều

kiện lý tưởng, đó là không xét đến ảnh hưởng của hốc chứa nguyên tử. Vậy

khi xét đến ảnh hưởng của môi trường đến tương tác có tác động đến các

quá trình trên hay không sẽ được chúng tôi làm rõ trong chương 3.
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Chương 3

CÁC TÍNH CHẤT VÀ CÁC QUÁ TRÌNH ĐỘNG HỌC CỦA

TRƯỜNG HAI MODE MỚI TRONG MÔ HÌNH

JAYNES-CUMMINGS

3.1. Mở đầu

Trên cơ sở phương pháp thêm photon định xứ và không định xứ vào

các trạng thái gốc ban đầu đã được chúng tôi giới thiệu trong chương 1, và

sự tăng cường các tính chất phi cổ điển cũng như các tính chất và các quá

trình động lượng tử của các trường phi cổ điển khi được thêm photon định

xứ vào, chúng tôi đề xuất một trạng thái phi cổ điển hai mode mới. Đầu

tiên chúng tôi giới thiệu trạng thái kết hợp cặp chồng chất thêm photon

(SPAPCS) bằng phương pháp thêm photon không định xứ vào trạng thái

kết hợp cặp. Tiếp theo chúng tôi khảo sát các tính chất của trạng thái

mới thông qua hàm Wigner và định lượng độ rối giữa các mode bằng tiêu

chuẩn entropy tuyến tính không phụ thuộc thời gian. Trạng thái phi cổ

điển hai mode mới được sử dụng vào mô hình JC để khảo sát độ rối giữa

nguyên tử hai mức hiệu dụng với trường hai mode mới bằng tiêu chuẩn

entropy tuyến tính phụ thuộc thời gian. Quá trình tương tác này có kể đến

ảnh hưởng của môi trường thể hiện qua tham số suy giảm pha γ.

3.2. Trạng thái kết hợp cặp chồng chất thêm photon

3.2.1. Khái niệm

Dựa trên các kết quả về việc tăng cường tính chất phi cổ điển của các

trạng thái phi cổ điển đa mode khi thêm photon vào các trạng thái gốc ban
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đầu, như trạng thái kết hợp cặp thêm photon là việc thêm photon định xứ

vào trạng thái kết hợp cặp, trạng thái kết hợp bộ ba thêm photon và trạng

thái kết hợp bộ ba chồng chất thêm photon là việc thêm photon định xứ

và không định xứ vào trạng thái kết hợp bộ ba. Chúng ta biết rằng, PCS

là trạng thái phi Gauss tự nhiên [80]. Gần đây việc thêm và bớt photon

lên hai mode của PCS có thể làm tăng cường tính chất phi Gauss [28]. Do

đó, chúng tôi đề xuất một trạng thái mới được gọi là trạng thái kết hợp

cặp chồng chất thêm photon bằng việc thêm chồng chất các photon vào

hai mode của PCS.

Gọi â+k và b̂+l là các toán tử sinh photon bậc k và bậc l, trong đó các

chỉ số k và l là các số nguyên không âm. Để thu được trạng thái kết hợp

cặp chồng chất thêm photon, chúng tôi thực hiện việc tác dụng liên tục

tổng các toán tử â+k và b̂+l lên PCS như sau:

|ξ, q; k, l⟩ = Nkl

(
â+k + σb̂+l

)
|ξ, q⟩ , (3.1)

trong đó σ là số thực có giá trị nằm trong khoảng từ −1 đến 1, Nkl là

hệ số chuẩn hóa và |ξ, q⟩ là trạng thái kết hợp cặp được cho trong biểu

thức (1.18).

Thay biểu thức (1.18) vào biểu thức (3.1), SPAPCS được viết lại trong

không gian trạng thái Fock như sau:∣∣ξ, q; k, l〉 =Nq;kl

∞∑
n=0

{
ξn

[n!(n+ q)!]1/2

√
(n+ q + k)!√
(n+ q)!

∣∣n+ q + k, n
〉

+
ξn

[n!(n+ q)!]1/2
σ
√

(n+ l)!√
n!

∣∣n+ q, n+ l
〉}

, (3.2)

trong đó hệ số chuẩn hóa Nq;kl có dạng (xem Phụ lục 1)

Nq;kl =

[ ∞∑
n=0

|ξ|2n

n!(n+ q)!

(
(n+ q + k)!

(n+ q)!

+
σ2(n+ l)!

n!
+ 2σδk+l,0

)]−1/2

. (3.3)
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Từ biểu thức (3.2), khi k = l = 0 thì SPAPCS |ξ, q; k, l⟩ trở thành PCS

|ξ, q⟩ trong biểu thức (1.18). Để đơn giản hóa các kí hiệu, chúng tôi viết

lại biểu thức (3.2) như sau:

|ξ, q; k, l⟩ =
∞∑
n=0

2∑
i=1

Ci,n |n+ ai, n+ bi⟩ , (3.4)

trong đó các tham số Ci,n được cho bởi

Ci,n = Nq;kl
σli/lξn

√
(n+ ai)!(n+ bi)!

(n+ q)!n!
, (3.5)

với ai = q + ki và bi = li, trong đó k1 = k, k2 = 0, l1 = 0, l2 = l.

3.2.2. Hàm Wigner

Hàm Wigner là một hàm phân bố trong không gian phức, biểu hiện

tính phi Gauss của một trạng thái phi cổ điển [85]. Nếu một trạng thái có

giá trị hàm Wigner âm thì trạng thái đó có tính phi Gausss, hay còn gọi là

trạng thái phi cổ điển. Giá trị của hàm Wigner càng âm, tính chất phi cổ

điển của các trạng thái càng được tăng cường. Vấn đề này rất được quan

tâm nghiên cứu do khả năng ứng dụng cao của các trạng thái phi cổ điển

trong các nhiệm vụ lượng tử khi các tính chất phi cổ điển của chúng được

tăng cường [86].

Hàm Wigner có thể được viết dưới dạng các trạng thái kết hợp, đối

với trường hai mode hàm Wigner có dạng

W (α1, α2) =
4e2(|α1|2+|α2|2)

π4

∫
d2u1d

2u2 ⟨−u2,−u1 |ρ̂12|u1, u2⟩

× e2(α1u
∗
1+α2u

∗
2−α∗

1u1−α∗
2u2), (3.6)

trong đó |u1, u2⟩ = |u1⟩ ⊗ |u2⟩ là tích hai trạng thái kết hợp của hai mode

độc lập. Áp dụng biểu thức (3.6) cho trạng thái kết hợp cặp chồng chất
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thêm photon, hàm Wigner được xác định

W =
4e2(|αa|2+|αb|2)

π4

∫
d2γad

2γbba⟨−γb,−γa|ρ̂ab|γa, γb⟩ab

× e2(γ
∗
aαa+γ∗

bαb−γaα
∗
a−γbα

∗
b), (3.7)

trong đó αx = |αx|eiφx là số phức trong không gian pha với x = {a, b} và

φx là số thực, |γx⟩x là trạng thái kết hợp và ρ̂ab là toán tử mật độ của

SPAPCS.

Từ biểu thức (3.4), toán tử mật độ ρ̂ab của SPAPCS có dạng cụ thể

như sau:

ρ̂ab = |ξ, q; k, l⟩ ⟨ξ, q; k, l|

=
∞∑

m,n=0

2∑
i,j=1

Ci,nC∗
j,m |n+ ai, n+ bi⟩ ⟨m+ aj,m+ bj|, (3.8)

trong đó Ci,n được cho trong biểu thức (3.5). Thay ρ̂ab từ biểu thức (3.8)

vào biểu thức (3.7) và tính các tích phân phức, kết quả thu được như sau:

(xem Phụ lục 2)

W =
4e−2|αa|2−2|αb|2

π2

∞∑
n,m=0

2∑
i,j=1

|Ci,n| |Cj,m| (4 |αaαb|)m+n|2αa|aj+ai|2αb|bj+bi√
(m+ aj)!(m+ bj)!(n+ ai)!(n+ bi)!

×2F0

(
−n− ai,−m− aj; ;−1/|2αa|2

)
2
F0

(
−n− bi,−m− bj; ;−1/|2αb|2

)
× cos [(m− n+ aj − ai)φa + (m− n+ bj − bi)φb − (m− n)ϕ] , (3.9)

trong đó 2F0 là kí hiệu của hàm siêu bội.

Biểu thức giải tích (3.9) được sử dụng để vẽ đồ thị hàm Wigner.

Hình 3.1(a) là đồ thị của hàm W phụ thuộc vào các thành phần thực và

ảo của tham số α. Chúng ta thấy rằng trong một vài vùng không gian

pha, hàm Wigner có giá trị âm, nghĩa là trong vùng không gian pha này

SPAPCS là trạng thái phi Gauss. Hình 3.1(b), các đường cong chỉ ra sự

phụ thuộc của W theo tham số |ξ| và bộ (k, l) là số photon được thêm vào
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Hình 3.1: Hàm Wigner của SPAPCS với các tham số q = 1, σ = 1, |β| = 0.3, ϕa = ϕb =

ϕ = 0. Hình (a) là sự phụ thuộc của W theo các thành phần thực và ảo của α với ξ = 4

và (k, l) = (3, 12). Hình (b) là sự phụ thuộc của W theo |ξ| với |α| = 0.5 và bộ (k, l) là

(0, 0) (đường chấm chấm màu đen), (1, 4) (đường liền nét màu xanh đậm), (2, 8) (đường

gạch chấm xanh lá) và (3, 12) (đường đứt nét màu đỏ).

hai mode của SPAPCS. Đường chấm chấm màu đen ứng với trường ở PCS

(k = l = 0), các đường cong còn lại mô tả hàm Wigner của SPAPCS. Từ

đồ thị, chúng ta nhận thấy trong cả hai trường hợp PCS và SPAPCS, hàm

W luôn nhận giá trị âm nghĩa là các trạng thái này đều là các trạng thái

phi Gauss. Giá trị của hàm W ứng với SPAPCS luôn luôn nhỏ hơn PCS.

Hơn nữa, khi số photon được thêm vào hai mode càng tăng thì giá trị của

hàm W càng âm. Điều này có nghĩa là khi thêm chồng chất các photon

vào hai mode của PCS thì tính chất phi Gauss của SPAPCS càng được

tăng cường, do đó trạng thái mà chúng tôi đề xuất thể hiện tính chất phi

Gauss mạnh hơn trạng thái PCS ban đầu.

3.2.3. Tính chất rối

Để định lượng độ rối của trạng thái hai mode, chúng tôi sử dụng tiêu

chuẩn entropy tuyến tính ở trạng thái dừng được xác định trong biểu thức

(1.67) để khảo sát độ rối giữa photon các mode của SPAPCS. Áp dụng
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biểu thức (3.8) của ρ̂ab vào biểu thức (1.65), chúng ta thu được toán tử

mật độ rút gọn của mode a là ρ̂a và toán tử mật độ rút gọn của mode b là

ρ̂b và thay các kết quả này vào biểu thức (1.67), kết quả thu được entropy

tuyến tính có dạng

L = 1− Tr
(
ρ̂2a
)
= 1− Tr

(
ρ̂2b
)

= 1−N 4
q;kl

∞∑
n=0

|ξ|4n

(n!)2((n+ q)!)2

{
((n+ k)!)2

(n!)2
+
σ4((n+ q + l)!)2

((n+ q)!)2

+
2σ2|ξ|2ln!(n+ k + l)!

((n+ l)!)2
+

2σ2|ξ|2k (n+ q)! (n+ q + k + l)!

((n+ q + k)!)2

}
, (3.10)

trong đó hệ số Nq;kl được xác định ở biểu thức (3.3).

Hình 3.2: Hàm entropy tuyến tính L theo |ξ| với ϕ = π, σ = 1, q = 3. Trong hình (a) và

(b) đường cong (0, 0) tương ứng với PCS, các đường còn lại ứng với SPAPCS. Ở hình

(a), các đường đứt nét ứng với trường hợp cố định l = 4 và k tăng. Ở hình (b), các đường

đứt nét ứng với trường hợp cố định k = 4 và l tăng.

Từ kết quả (3.10), độ rối của SPAPCS được khảo sát theo tham số

cường độ trường ban đầu |ξ| và bộ tham số (k, l) là số photon được thêm

vào hai mode của trường. Hình 3.2 mô tả sự phụ thuộc của L theo |ξ| với

ϕ = π, σ = 1 và một số giá trị của cặp tham số (k, l), trong đó các đường

nét liền màu xanh (k = l = 0) tương ứng với PCS và các đường còn lại

là SPAPCS. Trong hình 3.2(a) và hình 3.2(b), các đường cong chỉ ra khi

l cố định và k tăng hoặc ngược lại khi k cố định và l tăng, thì L sẽ tăng
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với mọi giá trị của |ξ|. Giá trị entropy tuyến tính L của SPAPCS luôn lớn

hơn khi so sánh với PCS. Khi giá trị của |ξ| càng lớn thì L hội tụ và tiến

dần về trạng thái rối lý tưởng cực đại. Như vậy ta có thể kết luận rằng độ

rối của SPAPCS luôn cao hơn PCS với mọi giá trị |ξ| và độ rối càng được

tăng cường nếu số photon thêm vào các mode của PCS tăng.

3.3. Các tính chất và các quá trình động học của

trường ở trạng thái kết hợp cặp chồng chất thêm

photon trong mô hình Jaynes-Cummings

3.3.1. Hamiltonian toàn phần của hệ nguyên tử-trường trong

mô hình Jaynes-Cummings hai mode

Trong mục này chúng tôi khảo sát tương tác giữa một nguyên tử hai

mức hiệu dụng với trường ở trạng thái hai mode được đề xuất là SPAPCS.

Hệ tương tác nguyên tử-trường trong mô hình JC hai mode. Trong chương

2, chúng tôi khảo sát các quá trình động lượng tử của trường trong trường

hợp lý tưởng, đó là môi trường chứa nguyên tử và trường không ảnh hưởng

đến tương tác nguyên tử-trường. Trong chương này, cùng với việc nghiên

cứu các quá trình động học của nguyên tử và trường SPAPCS trong tương

tác nguyên tử-trường, ảnh hưởng của môi trường thực tế đến quá trình

tương tác cũng được khảo sát thông qua tham số suy giảm γ. Áp dụng

biểu thức (1.48), Hamiltonian của hệ trong mô hình JC hai mode được

viết trong gần đúng sóng quay và bỏ qua hiệu ứng Stark có dạng

ĤJC = ω1â
+â+ ω2b̂

+b̂+ ωŜz + κ
(
Ŝegâb̂+ â+b̂+Ŝge

)
, (3.11)

trong đó ω là tần số nguyên tử, ω1 và ω2 là các tần số tương ứng của

photon mode a và mode b của trường SPAPCS, các toán tử Ŝz, Ŝeg và Ŝge
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là các toán tử dịch chuyển nguyên tử, hệ số κ là hằng số tương tác giữa

nguyên tử và trường, và các kí hiệu e, g chỉ các mức kích thích và cơ bản

của nguyên tử.

Chúng tôi chọn hệ hai vectơ cơ sở trong biểu diễn trạng thái mặc

áo |e, n+ q + k, n+ l⟩ và |g, n+ q + k + 1, n+ l + 1⟩, do đó các hàm riêng

của toán tử ĤJC có dạng∣∣ψ±
n

〉
= β±

n

∣∣e, n+ q + k, n+ l
〉
± β∓

n |g, n+ q + k + 1, n+ l + 1⟩ , (3.12)

trong đó

β±
n =

1√
2

√
1± ∆

∆n
, (3.13)

và

∆n =
√

∆2 + 4κ2(n+ q + k + 1)(n+ l + 1), (3.14)

trong đó ∆ là tham số điều hưởng thỏa mãn điều kiền ∆ = ω− (ω1 + ω2).

Trong mô hình tán sắc, chúng tôi xem tần số của các photon trong khoang

không cộng hưởng với tần số nguyên tử, nghĩa là Hamiltonian tương tác

được xem như một nhiễu loạn nhỏ. Do đó, Hamiltonian (3.11) trong mô

hình tán sắc trở thành Hamiltonian hiệu dụng có dạng sau [77, 87]

Ĥeff =ω1â
+â+ ω2b̂

+b̂+ ωŜz

+ λ
[
(â+â+ 1)(b̂+b̂+ 1) |e⟩ ⟨e| − â+âb̂+b̂ |g⟩ ⟨g|

]
, (3.15)

trong đó λ = κ2/∆. Hamiltonian hiệu dụng Ĥeff có các hàm riêng được

xác định trong biểu thức (3.12) tương ứng với các trị riêng sau

E±
n ≃ ω1

(
n+q+k+

1

2

)
+ω2

(
n+l+

1

2

)
±1

2
∆±λ(n+q+k+1)(n+l+1). (3.16)

3.3.2. Toán tử ma trận mật độ của hệ nguyên tử-trường

Sự tiến triển theo thời gian của hệ nguyên tử-trường được biểu diễn

qua toán tử mật độ theo thời gian ρ̂(t) mà thỏa mãn phương trình chủ
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sau [79]
dρ̂(t)

dt
= −i

[
Ĥeff , ρ̂(t)

]
+ (L̂1 + L̂2)ρ̂(t), (3.17)

trong đó L̂i với i = {1, 2} là các siêu toán tử biểu diễn sự mất mát trong

môi trường. Ở nhiệt độ 0 K, các siêu toán tử cho suy giảm pha này được

cho dưới dạng

L̂iρ̂(t) = γ
[
2â+i âiρ̂(t)â

+
i âi − ρ̂(t)

(
â+i âi

)2 − (
â+i âi

)2
ρ̂(t)

]
, (3.18)

trong đó, γ là hệ số suy giảm thể hiện ảnh hưởng của môi trường đến

tương tác nguyên tử-trường. Áp dụng các biểu thức (3.15) và (3.18) vào

biểu thức (3.17), phương trình chủ được viết lại thành

dρ̂(t)

dt
=− iλ

[
(â+â+ 1)(b̂+b̂+ 1) |e⟩ ⟨e| − â+âb̂+b̂ |g⟩ ⟨g| , ρ̂(t)

]
+ γ

2∑
i=1

[
2â+i âiρ̂(t)â

+
i âi − ρ̂(t)

(
â+i âi

)2 − (
â+i âi

)2
ρ̂(t)

]
, (3.19)

trong đó các chỉ số i = {1, 2} tương ứng với các mode a và b của trường

SPAPCS. Trong vế phải của biểu thức (3.19), số hạng đầu tiên là giao hoán

tử giữa Hamiltonian tương tác trong biểu thức (3.15) và toán tử mật độ

ρ̂(t), số hạng thứ hai biểu diễn sự mất mát của khoang do suy giảm pha

gây ra.

Giả sử rằng tại thời điểm ban đầu t = 0, toán tử mật độ là sự kết hợp

giữa trạng thái của nguyên tử và trường có dạng

ρ̂(0) = ρ̂A(0)⊗ ρ̂F (0), (3.20)

trong đó ρ̂A(0) = |A⟩ ⟨A| và ρ̂F (0) = |F ⟩ ⟨F | . Xét nguyên tử ban đầu ở

một trạng thái chồng chập |A⟩ = µe |e⟩ + µg |g⟩ với |µe|2 + |µg|2 = 1 và

trường ở SPAPCS được xác định trong biểu thức (3.4). Từ đó chúng ta có

dạng của toán tử mật độ tại t = 0 như sau:

ρ̂(0) = ρ̂ee(0) |e⟩ ⟨e|+ ρ̂gg(0) |g⟩ ⟨g|+ ρ̂eg(0) |e⟩ ⟨g|+ ρ̂ge(0) |g⟩ ⟨e| , (3.21)
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trong đó các yếu tố ma trận

ρ̂ij(0) = µiµ
∗
j

∞∑
n,m=0

(
C1,nC∗

1,m |n+ a1, n+ b1⟩ ⟨m+ a1,m+ b1|

+ C2,nC∗
2,m |n+ a2, n+ b2⟩ ⟨m+ a2,m+ b2|

+ C1,nC∗
2,m |n+ a1, n+ b1⟩ ⟨m+ a2,m+ b2|

+ C2,nC∗
1,m |n+ a2, n+ b2⟩ ⟨m+ a1,m+ b1|

)
, (3.22)

với i, j = {e, g} và i ̸= j.

Toán tử mật độ theo thời gian ρ̂(t) có dạng như sau:

ρ̂(t) = ρ̂ee(t) |e⟩ ⟨e|+ ρ̂gg(t) |g⟩ ⟨g|+ ρ̂eg(t) |e⟩ ⟨g|+ ρ̂ge(t) |g⟩ ⟨e| , (3.23)

trong đó các yếu tố ma trận ρ̂ij(t) với i, j = {e, g} được xác định từ phương

trình
dρ̂ij(t)

dt
=

d

dt
⟨i |ρ̂(t)| j⟩ = L̂ijρ̂ij(t). (3.24)

Đây là phương trình vi phân bậc nhất theo thời gian nên kết quả của các

yếu tố ma trận ρ̂ij(t) được suy ra từ biểu thức sau

ρ̂ij(t) = eL̂ijtρ̂ij(0). (3.25)

Thay vế phải của phương trình (3.19) vào vế trái của phương trình (3.24)

lần lượt cho các yếu tố ma trận của toán tử ma trận mật độ, ta thu được

d

dt
ρ̂ee(t) =− iλ

[(
â+â+ 1

) (
b̂+b̂+ 1

)
ρee(t)− ρee(t)

(
â+â+ 1

) (
b̂+b̂+ 1

)]
+ γ

[
2â+âρ̂ee(t)â

+â− ρ̂ee(t)â
+ââ+â− â+ââ+âρ̂ee(t)

]
+ γ

[
2b̂+b̂ρ̂ee(t)b̂

+b̂− ρ̂ee(t)b̂
+b̂b̂+b̂− b̂+b̂b̂+b̂ρ̂ee(t)

]
=L̂eeρ̂ee(t). (3.26)

Ở đây chúng ta sử dụng các siêu toán tử được định nghĩa như sau [87]

M̂1 = (â+â). M̂2 = (b̂+b̂).
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P̂1 = .(â+â) P̂2 = .(b̂+b̂)

Nên siêu toán tử L̂ee trong biểu thức (3.26) có dạng

L̂ee =− iλ
[
(M̂1 + 1)(M̂2 + 1)− (P̂1 + 1)(P̂2 + 1)

]
+ γ

(
2M̂1P̂1 − P̂ 2

1 − M̂ 2
1 + 2M̂2P̂2 − P̂ 2

2 − M̂ 2
2

)
,

=− iλ
[
(M̂1 + 1)(M̂2 + 1)− (P̂1 + 1)(P̂2 + 1)

]
− γ

[(
M̂1 − P̂1

)2

+
(
M̂2 − P̂2

)2
]
. (3.27)

Từ biểu thức (3.25) và biểu thức (3.26), suy ra

ρ̂ee(t) = eL̂eetρ̂ee(0), (3.28)

trong đó ρ̂ee(0) được xác định từ biểu thức (3.21). Chúng ta thu được kết

quả

ρ̂ee(t) = |µe|2
∞∑

n,m=0

{
C1,nC∗

1,me
−iλt[(n+a1+1)(n+b1+1)−(m+a1+1)(m+b1+1)]

× e−2γt(n−m)2 |n+ a1, n+ b1⟩ ⟨m+ a1,m+ b1|

+ C2,nC∗
2,me

−iλt[(n+a2+1)(n+b2+1)−(m+a2+1)(m+b2+1)]

× e−2γt(n−m)2 |n+ a2, n+ b2⟩ ⟨m+ a2,m+ b2|

+ C1,nC∗
2,me

−iλt[(n+a1+1)(n+b1+1)−(m+a2+1)(m+b2+1)]

× e−γt[(n−m+a1−a2)
2+(n−m+b1−b2)

2]

× |n+ a1, n+ b1⟩ ⟨m+ a2,m+ b2|

+ C2,nC∗
1,me

−iλt[(n+a2+1)(n+b2+1)−(m+a1+1)(m+b1+1)]

× e−γt[(n−m+a2−a1)
2+(n−m+b2−b1)

2]

× |n+ a2, n+ b2⟩ ⟨m+ a1,m+ b1|
}
. (3.29)

Biểu thức (3.29) được viết gọn lại dưới dạng

ρ̂ee(t) = |µe|2
∞∑

n,m=0

2∑
i,j=1

(
Ci,nC∗

j,me
−iλt[θi(n+1)−θj(m+1)]e−γtΓij
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× |n+ ai, n+ bi⟩ ⟨m+ aj,m+ bj|
)
, (3.30)

với các hệ số

θin = (n+ ai)(n+ bi), (3.31)

và

Γij = (n−m+ ai − aj)
2 + (n−m+ bi − bj)

2. (3.32)

Một cách tương tự, các yếu tố ma trận theo thời gian còn lại của ρ̂(t) có

kết quả

ρ̂gg(t) = |µg|2
∞∑

n,m=0

2∑
i,j=1

(
Ci,nC∗

j,me
−iλt[θim−θjn]e−γtΓij

× |n+ ai, n+ bi⟩ ⟨m+ aj,m+ bj|
)
, (3.33)

ρ̂eg(t) =(ρ̂ge(t))
+

=µeµ
∗
g

∞∑
n,m=0

2∑
i,j=1

(
Ci,nC∗

j,me
−iλt[θi(n+1)+θjm]e−γtΓij

× |n+ ai, n+ bi⟩ ⟨m+ aj,m+ bj|
)
. (3.34)

Áp dụng biểu thức (1.69) để xác định các toán tử mật độ nguyên tử

và toán tử mật độ trường rút gọn. Thực hiên việc lấy vết của toán tử ρ̂(t)

trong biểu thức (3.23) theo hai mode của trường SPAPCS và theo nguyên

tử, chúng ta thu được các kết quả sau:

ρ̂A(t) = |µe|2
∞∑
n=0

[
|C1,n|2 + |C2,n|2 +

(
C1,nC∗

2,n + C2,nC∗
1,n

)
δk+l,0

]
|e⟩ ⟨e|

+ |µg|2
∞∑
n=0

[
|C1,n|2 + |C2,n|2 +

(
C1,nC∗

2,n + C2,nC∗
1,n

)
δk+l,0

]
|g⟩ ⟨g|

+ µeµ
∗
g

∞∑
n=0

[
|C1,n|2 e−iλt(θ1(n+1)+θ1n) + |C2,n|2 e−iλt(θ2(n+1)+θ2n)

+
(
C1,nC∗

2,ne
−iλt(θ1(n+1)+θ2n) + C2,nC∗

1,ne
−iλt(θ2(n+1)+θ1n)

)
δk+l,0

]
|e⟩ ⟨g|

+ µgµ
∗
e

∞∑
n=0

[
|C1,n|2 eiλt(θ1(n+1)+θ1n) + |C2,n|2 eiλt(θ2(n+1)+θ2n)
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+
(
C1,nC∗

2,ne
iλt(θ1n+θ2(n+1)) + C2,nC∗

1,ne
iλt(θ2n+θ1(n+1))

)
× δk+l,0

]
|g⟩ ⟨e| , (3.35)

và

ρ̂F (t) = ρ̂ee(t) + ρ̂gg(t), (3.36)

trong đó ρ̂ee(t) và ρ̂gg(t) được cho trong các biểu thức (3.30) và biểu

thức (3.33).

3.3.3. Định lượng độ rối theo thời gian

Tiêu chuẩn entropy tuyến tính rất hữu ích trong việc khảo sát độ

rối giữa các thành phần trong hệ [87],[88], nhất là các quá trình rối động

trong các tương tác nguyên tử-trường [77]. Ảnh hưởng của các tham số

như suy giảm pha và việc thêm photon vào hai mode của trường lên tương

tác nguyên tử-trường được khảo sát thông qua tiêu chuẩn entropy tuyến

tính này [80]. Tiêu chuẩn này không chỉ định lượng độ rối theo thời gian

mà còn mô tả sự mất mát độ tinh khiết của hệ [87]. Trong mục này chúng

tôi khảo sát các quá trình rối động của hệ bao gồm một nguyên tử và hai

mode của trường SPAPCS và khảo sát độ rối của hệ gồm một mode của

trường SPAPCS và hệ con (nguyên tử+mode còn lại của trường). Khi khảo

sát các quá trình rối động giữa nguyên tử và trường SPAPCS, chúng tôi

sử dụng tiêu chuẩn entropy tuyến tính của các thành phần trong hệ được

xác định trong biểu thức (1.68). Tương tự, entropy tuyến tính của cả hệ

nguyên tử-trường theo thời gian được cho bởi [77]

L(t) = 1− Tr[ρ̂2(t)], (3.37)

trong đó ρ̂(t) là toán tử mật độ của hệ theo thời gian trong biểu thức

(3.23). Entropy tuyến tính của hệ L(t) có mối liên hệ với entropy tuyến
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tính trường rút gọn LF (t) và chỉ ra ảnh hưởng của môi trường đến hai

mode của trường trong quá trình chúng tương tác với nguyên tử.

3.3.3.1. Định lượng độ rối theo thời gian của hệ nguyên tử-trường

Sử dụng các biểu thức (1.68), (3.37) và lấy vết theo nguyên tử, trường

cũng như cả nguyên tử và trường, chúng tôi thu được kết quả giải tích của

entropy tuyến tính trường rút gọn

LF (t) =1− Tr[ρ̂2F (t)]

=1−
∞∑

n,m=0

[
2∑

i,j=1

|Ci,nCj,m|2
(
|µe|4 + |µg|4 + 2 |µeµg|2 cosλtηij

)
e−2γtΓij

+ F (Cn,m)δk+l,0e
−4γt(n−m)2

×
(
|µe|4 + |µg|4 + 2 |µeµg|2 cosλtη(n,m)

)]
, (3.38)

entropy tuyến tính nguyên tử rút gọn

LA(t) =1− Tr[ρ̂2A(t)]

=1−
∞∑

n,m=0

[
2∑

i,j=1

|Ci,nCj,m|2
(
|µe|4 + |µg|4 + 2 |µeµg|2 cosλtηij

)
+ F (Cn,m)δk+l,0

(
|µe|4 + |µg|4 + 2 |µeµg|2 cosλtη(n,m)

)]
, (3.39)

và entropy tuyến tính của cả hệ

L(t) = 1−
∞∑

n,m=0

[
2∑

i,j=1

|Ci,nCj,m|2 e−2γtΓij

+F (Cn,m)δk+l,0e
−4γt(n−m)2

]
, (3.40)

trong đó

ηij = θi(n+1) + θin − θj(m+1) − θjm, (i, j = 1, 2, i ̸= j), (3.41)

η(n,m) = (n+q+1)(n+1)+(n+q)n−(m+q+1)(m+1)+(m+q)m, (3.42)
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Hình 3.3: Sự phụ thuộc của entropy tuyến tính theo λt trong các trường hợp (a) γ = 0.01,

(b) γ = 0.1 và (c) γ = 1 with |ξ|2 = 1, q = 0, k = l = 0, µe = µg =
1√
2
. Đường đứt nét màu

xanh là LA(t), đường liền nét màu đỏ là LF (t) và đường chấm chấm màu đen là L(t).

F (Cn,m) = C1,nC∗
1,mC2,mC∗

2,n + C1,n |C1,m|2 C∗
2,n

+ |C1,n|2 C∗
1,mC2,m + C1,m |C2,n|2 C∗

2,m

+ C∗
1,n |C2,m|

2 C2,n + C1,nC1,mC∗
2,nC∗

2,m + h.c., (3.43)

và các hệ số Ci,n, θin,Γij được xác định trong các biểu thức (3.5), (3.31)

và (3.32).

Từ các biểu thức (3.38) và biểu thức (3.39), khi bỏ qua hiệu ứng suy

giảm pha , chúng ta thấy rằng LF (t) trùng với LA(t) và chúng dao động

tuần hoàn với giá trị cực đại 0.5. Tuy nhiên, khi tính đến suy giảm pha

γ ̸= 0, thì hai hàm này không còn trùng nhau. Hình 3.3 vẽ sự phụ thuộc

của các entropy tuyến tính của nguyên tử LA(t), của trường LF (t) và của
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Hình 3.4: Sự phụ thuộc của entropy tuyến tính theo λt với các tham số cố định |ξ|2 =

1, µe = µg =
1√
2
, q = 0, σ = 1, trường hợp (a) k = l = 1, γ = 0.1, (b) k = l = 5, γ = 0.1 và

(c) k = l = 5, γ = 1 .

cả hệ L(t) theo λt trong trường hợp PCS (k = l = 0). Sự dao động của

LA(t) là quy tắc và tuần hoàn theo thời gian, giá trị cực đại của LA(t)

không bị ảnh hưởng bởi γ. Trong khi đó, sự thay đổi của hệ số suy giảm

pha γ ảnh hưởng rõ rệt đến sự dao động của LF (t), trong đó γ càng lớn,

sự dao động của LF (t) càng tăng. Trường hợp γ = 1, entropy tuyến tính

LF (t) dao động tuần hoàn và đạt đến giá trị cực đại 0.75. Khi nguyên tử

và trường không rối nghĩa là entropy của nguyên tử đạt giá trị 0, entropy

tuyến tính của trường LF (t) đạt giá trị cực tiểu, đó cũng chính là entropy

tuyến tính của hệ L(t) tại cùng thời điểm. Các hình từ 3.3(a) đến hình

3.3(c) cho thấy các giá trị cực trị địa phương của LF (t) (cực đại và cực

tiểu) bị ảnh hưởng bởi suy giảm pha, các giá trị này càng tăng khi hệ số
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suy giảm γ càng lớn [89].

Hình 3.4 được vẽ giống hình 3.3 nhưng cho trường hợp SPAPCS (k =

l ̸= 0) với các tham số suy giảm khác nhau γ = 0.1 (hình 3.4a và hình

3.4b) và γ = 1 (hình 3.4c). Chúng ta thấy rằng việc thêm các photon vào

hai mode của trường SPAPCS sẽ làm tăng các giá trị của LF (t) và L(t),

giá trị cực đại của chúng đạt hơn 0.8, trong khi giá trị này chỉ đạt 0.75 cho

trường hợp PCS (hình 3.3). Hơn nữa, việc càng thêm photon vào hai mode

của trường càng làm cho sự dao động của LF (t) dần suy giảm và biến mất

theo λt. Cho dù việc thêm photon không làm thay đổi giá trị của LA(t),

nhưng làm thay đổi chu kì dao động của nó. Khi γ = 1 và k = l = 5, LF (t)

và L(t) tiến dần đến một giá trị ổn định xấp xỉ hơn 0.8. Điều này cho thấy

vai trò của việc thêm photon và hiệu ứng suy giảm pha trong việc tăng

cường độ rối giữa nguyên tử và trường SPAPCS thông qua các hàm LF (t)

và L(t).

3.3.3.2. Định lượng độ rối theo thời gian của hệ con và một mode

của trường SPAPCS

Chúng tôi tiếp tục khảo sát một hệ ba thành phần gồm các mode a,

mode b của trường SPAPCS và nguyên tử. Trong hệ này, chúng tôi muốn

khảo sát độ rối của một mode của trường và phần còn lại của toàn bộ hệ.

Hàm LFa
(t) là độ rối giữa mode a của the SPAPCS và phần còn lại của hệ

(nguyên tử+mode b), hàm LAFb
(t) là độ rối giữa hệ hai thành phần gồm

nguyên tử và mode b của SPAPCS với mode a còn lại của trường. LFa
(t)

và LAFb
(t) được xác định từ các biểu thức sau

LFa
(t) = 1− Tr [ρ̂Fa

(t)]2 , (3.44)

và

LAFb
(t) = 1− Tr [ρ̂AFb

(t)]2 , (3.45)
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trong đó ρ̂Fa
(t), ρ̂AFb

(t) là các toán tử mật độ rút gọn theo thời gian của

mode a và hệ con có dạng như sau:

ρ̂Fa
(t) = TrAFb

ρ̂(t), (3.46)

ρ̂AFb
(t) = TrFa

ρ̂(t). (3.47)

Thay các biểu thức (3.23), (3.46) và (3.47) vào các biểu thức (3.44) và

(3.45), kết quả thu được

LFa
(t) =1−

∞∑
n=0

{
|C1,n|4 + |C2,n|4 +

∣∣C1,nC2,(n+a1−a2)

∣∣2 + ∣∣C2,nC1,(n+a2−a1)

∣∣2
+
∣∣C1,nC2,(n+b1−b2)

∣∣2 e−2γt(b1−b2+a2−a1)
2

×
(
|µe|4 + |µg|4 + 2 |µeµg|2 cosλu1t

)
+
∣∣C2,nC1,(n+b2−b1)

∣∣2 e−2γt(b2−b1+a1−a2)
2

×
(
|µe|4 + |µg|4 + 2 |µeµg|2 cosλv1t

)
+
(
F (Cn,n)− 2 |C1,nC2,n|2

)
δk+l,0

}
, (3.48)

LAFb
(t) =1−

∞∑
n=0

{
|C1,n|4 + |C2,n|4 +

(
F (Cn,n)− 2 |C1nC2n|2

)
δk+l,0

+
∣∣C1,nC2,(n+b1−b2)

∣∣2 (|µe|4 + |µg|4 + 2 |µeµg|2 cosλu2t
)

+
∣∣C2,nC1,(n+b2−b1)

∣∣2 (|µe|4 + |µg|4 + 2 |µeµg|2 cosλv2t
)

+
(∣∣C1,nC2,(n+a1−a2)

∣∣2 + ∣∣C2,nC1,(n+a2−a1)

∣∣2)
× e−2γt(b1−b2+a2−a1)

2

}
, (3.49)
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Hình 3.5: Sự phụ thuộc của entropy tuyến tính theo λt với các tham số cố định k = l = 1,

|ξ|2 = 1, q = 0, µe = µg =
1√
2
, σ = 1, (a) γ = 0, (b) γ = 0.1 và (c) γ = 1.

trong đó F (Cn,n) được cho trong biểu thức (3.43) và các hệ số

u1 = (b1 − b2 + a2 − a1)(2n+ 2b1 + 1),

v1 = (b1 − b2 + a2 − a1)(2n+ 2b2 + 1),

u2 = (b1 − b2 + a2 − a1)(2n+ 2a1 + 1),

v2 = (b1 − b2 + a2 − a1)(2n+ 2a2 + 1).

(3.50)

Khi trường ở PCS (k = l = 0) và q = 0, từ các biểu thức (3.48)

và (3.49) chúng ta thấy rằng LFa
(t) trùng với LAFb

(t) trong đó các số hạng

liên quan đến tham số suy giảm pha γ trong các biểu thức trên bị triệt

tiêu. LFa
(t) và LAFb

(t) chỉ nhận giá trị cực đại là 0.6 khi trường ở PCS.

Để nghiên cứu độ rối trong các hệ con, chúng tôi khảo sát cho trường ở

SPAPCS. Hình 3.5 chỉ ra ảnh hưởng của các tham số suy giảm pha lên
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Hình 3.6: Sự phụ thuộc của entropy tuyến tính theo λt, LAFb
(t) (đường đứt nét màu xanh)

và LFa(t) (đường liền nét màu màu đỏ) với γ = 1, |ξ|2 = 1, q = 0, µe = µg = 1√
2
, σ = 1

trong các trường hợp (a) k = l = 2, (b) k = l = 3 và (c) k = l = 5.

các độ rối giữa một mode của trường (mode a) trong SPAPCS (k = l = 1)

và phần còn lại của hệ (nguyên tử+mode b) và ngược lại. Đồ thị cho thấy

độ rối giữa các thành phần trong hệ không xuất phát từ giá trị 0 mà xuất

phát từ một giá trị nhất định, nghĩa là ban đầu hệ đã rối với nhau. Khi bỏ

qua hiệu ứng suy giảm pha, LAFb
(t) và LFa

(t) dao động tuần hoàn theo chu

kì ngay từ lúc bắt đầu và giá trị của LAFb
(t) lớn hơn một ít so với LFa

(t).

Khi γ càng tăng, sự dao động của LFa
(t) dần triệt tiêu trong khi LAFb

(t)

nhanh đạt đến trạng thái ổn định. Trường hợp γ = 1, hiện tượng suy giảm

pha ảnh hưởng rõ rệt lên độ rối giữa ba thành phần (hình 3.5c), trong đó

giá trị của LAFb
(t) dao động tuần hoàn và đạt đến giá trị cực đại xấp xỉ

0.8 trong khi LFa
(t) ngay lập tức đạt giá trị ổn định. Điều này có nghĩa

là tham số suy giảm pha ảnh hưởng lên sự rối giữa một mode của trường
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SPAPCS với phần còn lại của hệ. Giá trị của γ càng lớn, độ rối LAFb
(t) và

LFa
(t) càng tăng [89].

Để thấy được vai trò của việc thêm photon vào hai mode của trường

SPAPCS, chúng tôi chỉ ra trong hình 3.6 sự phụ thuộc của LAFb
(t) và

LFa
(t) theo λt với số photon khác nhau được thêm vào hai mode của

trường SPAPCS trong trường hợp γ = 1. Các hình từ 3.6(a) đến 3.6(c) chỉ

ra rằng độ rối LAFb
(t) và LFa

(t) đều tăng khi càng thêm số photon vào hai

mode của trường SPAPCS. Hơn nữa, trong khi giá trị của LAFb
(t) dần tăng

và nhận giá trị cực đại lớn hơn 0.83, thì LFa
(t) ngay lập tức đạt giá trị cực

đại ổn định. Vì vậy, việc thêm photon vào hai mode của trường SPAPCS

không chỉ làm thay đổi chu kì và số dao động của LAFb
(t) mà còn tăng

cường độ rối giữa một mode của trường SPAPCS với phần còn lại của hệ.

3.4. Kết luận

Trong chương này, chúng tôi đã thu được các kết quả sau:

Thứ nhất, đã đề xuất được trạng thái hai mode mới là trạng thái kết

hợp cặp chồng chất thêm photon bằng việc thêm photon không định xứ

lên trạng thái kết hợp cặp.

Thứ hai, đã khảo sát các tính chất của trạng thái SPAPCS là tính chất

phi Gauss thông qua hàm Wigner và tính chất rối thông qua tiêu chuẩn

entropy tuyến tính không phụ thuộc thời gian. Kết quả cho thấy, với các

giá trị âm của hàm Wigner trong không gian pha thể hiện tính chất phi

cổ điển của trạng thái mới được tăng cường.

Thứ ba, đã nghiên cứu độ rối nguyên tử-trường và độ rối giữa một

mode của trường với hệ con gồm nguyên tử+mode còn lại thông qua tiêu

chuẩn entropy tuyến tính theo thời gian. Các đồ thị cho thấy độ rối giữa
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nguyên tử với hai mode của trường SPAPCS và độ rối giữa một mode của

trường với hệ con có sự dao động theo thời gian và bị ảnh hưởng bởi các

tham số cường độ trường ban đầu, số photon được thêm vào các mode và

hệ số suy giảm pha. Khi không xét đến ảnh hưởng của môi trường thì các

tính chất này dao động tuần hoàn theo thời gian, điều này hoàn toàn trùng

khớp với các kết quả thu được ở chương 2. Khi xét đến ảnh hưởng của môi

trường, γ càng lớn thì sự dao động của entropy tuyến tính càng giảm và

đạt đến giới hạn cố định. Giá trị này càng tiến đến 1 nghĩa là độ rối giữa

nguyên tử và trường càng lý tưởng và là nguồn rối hữu ích cho quá trình

viễn tải lượng tử.
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Chương 4

ỨNG DỤNG CỦA CÁC TRẠNG THÁI ĐA MODE VÀO

VIỄN TẢI LƯỢNG TỬ

4.1. Mở đầu

Viễn tải lượng tử là phương pháp chuyển một trạng thái chưa biết

từ người gửi (Alice) đến người nhận (Bob) cách nhau một khoảng bất kì

trong không gian nhờ sử dụng một trạng thái rối được chia sẻ trước đó giữa

Alice và Bob kết hợp với một kênh thông tin cổ điển. Trong quá trình viễn

tải, mọi thao tác đều do Alice và Bob tự thực hiện lên các trạng thái mà

mình đang nắm giữ mà không cần bảo mật [1]. Với một quá trình viễn tải

lượng tử lý tưởng, thông tin sẽ được chuyển giao với độ chính xác và bảo

mật tuyệt đối. Ý tưởng về viễn tải lượng tử lần đầu tiên đã được Bennet

và cộng sự đề xuất vào năm 1993 [90], sau đó nhiều nghiên cứu đã đề xuất

các nguồn rối được sử dụng làm kênh rối cho quá trình này. Các nghiên

cứu đã thực hiện việc viễn tải trạng thái số hạt hoặc trạng thái kết hợp với

nguồn rối là các trạng thái nén dịch chuyển thêm photon hai mode [32],

các trạng thái kết hợp cặp thêm và bớt photon hai mode [28], các trạng

thái chân không nén hai mode [29] và các nguồn rối khác. Các giao thức

được đề xuất để viễn tải trạng thái lượng tử của photon đều thực hiện

trong điều kiện lý tưởng, chưa xét đến các tương tác của trường lượng tử

với môi trường.

Ngoài ra, một loạt các giao thức khác được đề xuất để viễn tải các

trạng thái trường cũng như các trạng thái nguyên tử [88],[91],[92]. Nguồn

rối được sử dụng ở đây là hệ nguyên tử-trường trong mô hình JC. Trong

chương này, chúng tôi thực hiện viễn tải lượng tử một trạng thái chưa biết

83



của nguyên tử thông qua kênh rối nguyên tử-trường bằng phương pháp

phát hiện. Với kết quả đã chỉ ra trong chương hai, nguồn rối được chúng

tôi sử dụng là mô hình nguyên tử-trường với trường ở trạng thái kết hợp

cặp thêm photon tổng quát. Đồng thời trong quá trình viễn tải chúng tôi

cũng so sánh kết quả độ trung thực trung bình trong hai trường hợp trường

ở trạng thái kết hợp cặp và ở trạng thái kết hợp cặp thêm photon.

4.2. Viễn tải lượng tử với trường ở trạng thái kết hợp

cặp thêm photon

4.2.1. Kênh lượng tử rối nguyên tử-trường

Để viễn tải một trạng thái nguyên tử từ Alice sang Bob, đầu tiên chúng

ta cần tạo ra một kênh lượng tử. Trong mục này, kênh lượng tử được sử

dụng là tương tác nguyên tử-trường trong mô hình JC. Mô hình này gồm

một nguyên tử hai mức hiệu dụng với trường ở trạng thái GPAPCS. Áp

dụng biểu thức (1.48), Hamiltonian của hệ trong gần đúng sóng quay mà

không xét đến dịch chuyển Stark có dạng

Ĥ = ωŜz + ω1â
+â+ ω2b̂

+b̂+ λ
(
â+b̂+ |g⟩ ⟨e|+ âb̂ |e⟩ ⟨g|

)
, (4.1)

trong đó ω là tần số nguyên tử, ωi với i = {1, 2} là tần số của các mode

a và mode b tương ứng của trường, λ là hằng số tương tác hiệu dụng giữa

nguyên tử và trường, các toán tử â+, b̂+ và â, b̂) là các toán tử sinh và hủy

photon các mode a, mode b và |e⟩, |g⟩ là trạng thái kích thích và cơ bản

của nguyên tử. Trạng thái kết hợp cặp thêm photon tổng quát được cho

trong biểu thức (1.21). Chúng tôi đã tính toán chi tiết các tính chất động

học của nguyên tử và trường và đã chỉ ra sự rối giữa chúng theo thời gian

[82]. Do đó chúng là một kênh lượng tử phù hợp để thực hiện việc viễn tải

lượng tử trạng thái nguyên tử.
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4.2.2. Viễn tải trạng thái nguyên tử

Lần đầu tiên Bennet và cộng sự đã đề xuất giản đồ về mặt lý thuyết

cho phép thực hiện viễn tải lượng tử [90]. Giản đồ bao gồm ba hạt, trong

đó Alice giữ hạt 1 và hạt 2, Bob giữ hạt 3. Hạt 1 giữ trạng thái φ cần

được viễn tải, hạt 2 và 3 chính là kênh lượng tử giữa Alice và Bob. Alice sẽ

thực hiện phép đo nối lên hạt 1 và 2 còn gọi là phép đo Bell và gửi kết quả

đo cho Bob bằng kênh cổ điển. Dựa trên kết quả đo này, Bob thực hiện

phép đo lên hạt 3 để tái cấu trúc hạt 3 sao cho trạng thái nhận được chính

là trạng thái φ. Sự thành công của quá trình viễn tải này được đánh giá

thông qua tiêu chuẩn độ trung thực trung bình. Bouwmeester và cộng sự

đã chứng minh tính đúng đắn của giản đồ Bennet bằng thực nghiệm thông

qua việc sử dụng cặp photon làm nguồn rối lượng tử để viễn tải trạng thái

phân cực của một photon bất kì [93]. Kể từ đó đã có nhiều giản đồ được

đề xuất để viễn tải các trạng thái của nguyên tử hoặc trường hoặc ion mà

các kênh lượng tử được đề xuất là các cặp nguyên tử rối, hoặc cặp rối giữa

phonon với ion hoặc cặp rối giữa nguyên tử với trường [91],[92],[94].

Trong quá trình viễn tải lượng tử một trạng thái lượng tử của hạt 1

bất kì chưa biết từ Alice đến Bob, chúng ta cần tạo kênh lượng tử rối là

cặp hạt 2 và 3. Về mặt toán học trạng thái của cặp hạt này có thể được

biểu diễn qua bốn trạng thái Bell là trạng thái chồng chập của chúng, còn

gọi là hệ cơ sở trực giao Bell. Tiếp theo Alice thực hiện phép đo nối giữa

hạt 1 và hạt 2 trong hệ cơ sở Bell và gửi kết quả đo thông qua kênh cổ

điển đến Bob. Bob thực hiện phép biến đổi Unita tương ứng với kết quả

nhận được để khôi phục lại trạng thái của hạt 1 ban đầu. Phương pháp

này chính là phép đo trạng thái Bell [1]. Phương pháp này được sử dụng

để viễn tải trạng thái lượng tử của một photon với nguồn rối là các trường

phi cổ điển. Tuy nhiên khi viễn tải trạng thái lượng tử của một nguyên tử
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bất kì, để sử dụng được phép đo Bell cần thực hiện với các giản đồ phức

tạp khó khả thi trong thực nghiệm [95].

Zheng và cộng sự vào năm 1999 đã đề xuất một phương pháp khác

đơn giản hơn để viễn tải trạng thái nguyên tử bất kì, đó là phương pháp

phát hiện (detecting method) [96]. Kể từ đó, một loạt các nghiên cứu với

các nguồn rối khác nhau đã sử dụng phương pháp phát hiện này và đã chỉ

ra sự thành công trong quá trình viễn tải lượng tử [92],[94],[95],[[97]. Trong

phương pháp phát hiện, Alice giữ qubit của nguyên tử 1 là một trạng thái

bất kì cần được viễn tải và trường lượng tử, còn Bob giữ qubit nguyên tử

2. Qubit của nguyên tử 2 và trường lượng tử là kênh rối lượng tử được tạo

ra thông qua tương tác nguyên tử-trường trong mô hình JC. Thay vì phải

thực hiện phép đo trạng thái Bell phức tạp giữa hệ chồng chập hai qubit

này, chúng ta sử dụng máy dò (detector) để phát hiện xem khi nào nguyên

tử 1 từ trạng thái ban đầu về trạng thái kích thích. Lúc này hệ chồng chập

3 qubit sẽ sụp đổ về trạng thái mà qubit của nguyên tử 2 có trạng thái

giống với qubit 1 ban đầu [97].

Trong mục này, chúng tôi sử dụng phương pháp phát hiện [92] với

giản đồ [97] để viễn tải một trạng thái nguyên tử chưa biết. Giả sử trạng

thái của nguyên tử 1 là trạng thái nguyên tử đầu vào cần được viễn tải có

dạng

|φ⟩in = |φA⟩1 = µ|e⟩1 + υ|g⟩1, (4.2)

trong đó các hệ số µ và ν là các biên độ của trạng thái được viễn tải thỏa

mãn điều kiện |µ|2 + |ν|2 = 1. Nguyên tử 2 ban đầu được chuẩn bị ở trạng

thái

|φA⟩2 = |e⟩2. (4.3)

Nguyên tử này tương tác với trường ở GPAPCS thông qua mô hình JC để

tạo ra kênh rối lượng tử nguyên tử-trường.
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Tại thời điểm ban đầu, trạng thái của hệ bao gồm nguyên tử 2 và

trường GPAPCS có dạng như sau:

|ψA2F (0)⟩ = |φA⟩2 ⊗ |F ⟩ = Cq;m,k

∞∑
n=0

Rn |e, n+ q +m,n+ k⟩2, (4.4)

trong đó Cq;m,k được cho trong biểu thức (1.22) và |F ⟩ là trạng thái kết

hợp cặp thêm photon tổng quát được cho trong biểu thức (1.21). Trạng

thái của hệ sau thời gian tương tác t1 có dạng

|ψA2F (t1)⟩ = Û(n, t1) |ψA2F (0)⟩ = e−iĤt1 |ψA2F (0)⟩

= Cq;m,k

∞∑
n=0

Rn [cos (λβnt1) |e, n+ q +m,n+ k⟩2

−i sin (λβnt1) |g, n+ q +m+ 1, n+ k + 1⟩2] , (4.5)

trong đó toán tử tiến hóa theo thời gian Û(n, t1) và βn được cho trong các

biểu thức (2.7) và (2.4).

Sau khi nguyên tử 2 và trường GPAPCS đã rối với nhau, hệ nguyên

tử-trường trở thành kênh lượng tử, trong đó Alice giữ qubit của trường và

Bob giữ qubit của nguyên tử 2. Bây giờ toàn bộ hệ bao gồm nguyên tử 1

cần được viễn tải và hệ con là kênh lượng tử nguyên tử-trường được mô tả

bằng vectơ trạng thái sau:

|ψ⟩ = |φA⟩1 ⊗ |ψA2F (t1)⟩

= (µ|e⟩1 + υ|g⟩1) Cq;m,k

∞∑
n=0

Rn [cos (λβnt1) |e, n+ q +m,n+ k⟩2

−i sin (λβnt1) |g, n+ q +m+ 1, n+ k + 1⟩2] , (4.6)

Sau thời gian t2 nguyên tử 1 tương tác với trường và vectơ trạng thái của

hệ toàn phần có dạng

|ψ′⟩ = Cq;m,k

∞∑
n=0

Rn

{
µ cos (λβnt1)

[
cos (λβnt2) |e, e, n+ q +m,n+ k⟩1,2
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−i sin (λβnt2) |g, e, n+ q +m+ 1, n+ k + 1⟩1,2
]

− iµ sin (λβnt1)
[
cos (λβn+1t2) |e, g, n+ q +m+ 1, n+ k + 1⟩1,2

−i sin (λβn+1t2) |g, g, n+ q +m+ 2, n+ k + 2⟩1,2
]

+ ν cos (λβnt1) |g, e, n+ q +m,n+ k⟩1,2
− iν sin (λβnt1)

[
cos (λβnt2) |g, g, n+ q +m+ 1, n+ k + 1⟩1,2

−i sin (λβnt2) |e, g, n+ q +m,n+ k⟩1,2
]}

. (4.7)

Khi Alice phát hiện ra nguyên tử 1 ở trạng thái kích thích |e⟩1, thì hệ

con gồm nguyên tử 2 và trường bị sụp đổ về trạng thái

|Φ⟩ = NCq;m,k

∞∑
n=0

Rn {µCos (λβnt1) Cos (λβnt2) |e, n+ q +m,n+ k⟩2

− iµSin (λβnt1) Cos (λβn+1t2) |g, n+ q +m+ 1, n+ k + 1⟩2
−υSin (λβnt1) Sin (λβnt2) |g, n+ q +m,n+ k⟩2}

= NCq;m,k

∞∑
n=0

Rn [γ|e, n+ q +m,n+ k⟩2

+iχ|g, n+ q +m+ 1, n+ k + 1⟩2 + η|g, n+ q +m,n+ k⟩2] , (4.8)

trong đó

γ = µCos (λβnt1) Cos (λβnt2) ,

χ = −µSin (λβnt1) Cos (λβn+1t2) ,

η = −υSin (λβnt1) Sin (λβnt2) ,

(4.9)

và hệ số chuẩn hóa có dạng

N =

[
|Cq;m,k|2

∞∑
n=0

|Rn|2
(
|γ|2 + |χ|2 + |η|2

)]−1/2

. (4.10)

Trạng thái Φ được xác đinh trong biểu thức (4.8), bao gồm tổ hợp giữa

trạng thái của trường và trạng thái của nguyên tử 2 sau thời gian tương
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tác t1 và t2. Trạng thái của nguyên tử 2 mà Bob đang nắm giữ lúc này

chính là trạng thái đầu ra. Nếu trang thái đầu ra có dạng

|φ⟩out = µ|e⟩2 + υ|g⟩2, (4.11)

nghĩa là quá trình viễn tải đã thành công. Để so sánh sự sai khác giữa

trạng thái đầu vào và trạng thái đầu ra, cũng như đánh giá các yếu tố ảnh

hưởng đến quá trình viễn tải, chúng tôi sử dụng biểu thức độ trung thực

trung bình F của trạng thái được viễn tải được xác định bởi [97]

F = |⟨Φ|φout⟩|2 . (4.12)

Áp dụng các biểu thức (4.8) và (4.11) vào biểu thức (4.12), chúng ta thu

được kết quả độ trung thực trung bình của quá trình viễn tải một trạng

thái nguyên tử chưa biết từ Alice sang Bob với kênh rối là kênh nguyên

tử-trường

F = |N |2 |Cq;m,k|2
∞∑

n,n′=0

R∗
nRn′

[
(γ∗µ+ η∗υ) ⟨n+ q +m,n+ k|

− iχ∗υ ⟨n+ q +m+ 1, n+ k + 1|
]

×
[
(γµ∗ + ηυ∗) |n′ + q +m,n′ + k⟩

+ iχυ∗ |n′ + q +m+ 1, n′ + k + 1⟩
]

=

∞∑
n=0

|Rn|2
(
|γ∗µ+ η∗υ|2 + |χ∗υ|2

)
∞∑
n=0

|Rn|2
(
|γ|2 + |χ|2 + |η|2

) , (4.13)

trong đó Rn được cho trong các biểu thức (1.23) và các hệ số γ, χ và η

được cho trong biểu thức (4.9). Xác suất P của việc đo trạng thái nguyên

tử |e⟩1 được cho bởi

P =
1

N 2
= |Cq;m,k|2

∞∑
n=0

|Rn|2
(
|γ|2 + |χ|2 + |η|2

)
. (4.14)
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Độ trung thực trung bình F chỉ ra sự sai khác giữa trạng thái đầu vào và

trạng thái đầu ra. Giá trị của F bằng một đơn vị khi trạng thái đầu ra

hoàn toàn trùng khớp với trạng thái đầu vào. Để viễn tải các trạng thái

lượng tử tốt hơn cổ điển, giá trị của độ trung thực trung bình phải lớn hơn

2/3 [98]. Các kết quả tính số của độ trung thực trung bình được thảo luận

trong mục tiếp theo. Trong đó chúng tôi sẽ chỉ ra ảnh hưởng của các tham

số như cường độ trường ban đầu, biên độ của trạng thái được viễn tải và

sự thêm photon vào các mode của trường lên quá trình viễn tải.

4.3. Kết quả tính số và thảo luận

Hình 4.1 được vẽ cho độ trung thực trung bình F trong biểu thức (4.13),

đây là một hàm theo thời gian λt2 và biên độ µ của trạng thái được viễn

tải. Các giá trị được chọn tương ứng với các điều kiện được khảo sát sao

cho độ rối nguyên tử-trường là cực đại [82]. Đối với thời gian tương tác

λt1 để tạo ra kênh lượng tử rối ban đầu, chúng tôi chọn giá trị tương ứng

là λt1 =
3π
4 , giá trị này đã được khảo sát và chỉ ra rằng với sự tuần hoàn

theo chu kì thì nguyên tử và trường đạt rối cực đại. Hình 4.1 được vẽ trong

trường hợp trường ở trạng thái kết hợp cặp (m = k = 0) và không có sự

chênh lệch số photon giữa hai mode của trường q = 0.

Hình 4.1 cho thấy rằng độ trung thực trung bình F dao động tuần

hoàn theo thời gian, điều này cũng tương ứng với các tính chất động học

của trường khi nguyên tử tương tác với trường trong mô hình JC hai mode

[82]. Ngoài ra, F cũng phụ thuộc vào tham số µ với các giá trị nằm trong

khoảng từ 0 đến 1. Giá trị của F giảm dần khi µ tăng. Đồ thị 4.1 cũng chỉ

ra các giá trị của λt2 tương ứng với các giá trị cực đại của F , do đó chúng

tôi sử dụng các giá trị này để khảo sát tiếp trong các hình dưới đây.
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Hình 4.1: Sự phụ thuộc của F theo λt2 và µ với λt1 =
3π
4
, |ξ| = 1, q = m = k = 0.

Hình 4.2: Sự phụ thuộc của F theo µ với các tham số cố định λt1 = 3π
4
, λt2 = 5π

4
,

q = m = k = 0 cho các trường hợp |ξ| = 1 (đường đỏ), |ξ| = 2 (đường chấm chấm màu

xanh) và |ξ| = 3 (đường liền nét màu màu đen).

Hình 4.2 mô tả sự phụ thuộc của F theo µ cho trường ở trạng thái

kết hợp cặp với các điều kiện λt1 = 3π
4 , λt2 = 5π

4 , q = m = k = 0 và

|ξ| = {1, 2, 3}. Từ đồ thị, chúng tôi thấy rằng giá trị của µ chia ra hai

miền, trong đó khi 0 < µ < 0.7 giá trị của F giảm khi |ξ| tăng, còn khi

0.7 < µ < 1 thì giá trị của F tăng khi |ξ| tăng, khi µ = 1 giá trị của

F = {0.35, 0.45, 0.65} tương ứng với |ξ| = {1, 2, 3}. Nghĩa là khi xét kênh
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lượng tử nguyên tử-trường với trường ở PCS, nếu biên độ của trạng thái

cần viễn tải trong khoảng từ 0 đến 0.7 để độ trung thực trung bình của quá

trình viễn tải cao nên chọn cường độ trường ban đầu bé, và khi µ thuộc

khoảng từ 0.7 đến 1 để trạng thái đầu ra gần giống với trạng thái đầu vào

nên chọn cường độ trường ban đầu lớn.

Hình 4.3: Sự phụ thuộc của F theo µ với các tham số cố định λt1 = 3π
4
, λt2 = 5π

4
,

|ξ| = 1, q = 0 cho các trường hợp (m, k) bằng (0, 0) (đường đứt nét màu đỏ), (1, 1) (đường

chấm chấm màu xanh), và (2,2) (đường liền nét màu đen).

Hình 4.3 mô tả sự phụ thuộc của F theo µ và số photon được thêm

vào hai mode của trường ở trạng thái kết hợp cặp thêm photon với các

tham số λt1 =
3π
4 , λt2 =

5π
4 , q = 0 và |ξ| = 1. Đồ thị hình 4.3 cũng cho thấy

khi µ trong miền 0 < µ < 0.7 giá trị của F giảm khi thêm photon vào các

mode của trường GPAPCS. Tuy nhiên khi µ trong miền 0.7 < µ < 1 giá trị

cực đại của F được cải thiện đáng kể khi càng thêm photon vào hai mode

của trường GPAPCS (đường chấm chấm màu xanh và đường liền nét màu

đen). Khi thêm đồng thời {1, 2} photon vào hai mode của trường thì giá

trị của F tương ứng đạt {0.55, 0.85}. Điều này chứng tỏ rằng việc thêm

photon vào hai mode của trường GPAPCS làm tăng độ trung thực trung

bình của quá trình viễn tải khi biên độ trạng thái viễn tải trong khoảng

0.7 < µ < 1 [99].
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Hình 4.4: Sự phụ thuộc của F theo λt2 với λt1 =
3π
4
trong các trường hợp (a) |ξ| = 1, µ =

0.3 và (b) |ξ| = 2, µ = 0.7.

Hình 4.4 mô tả sự phụ thuộc của F theo λt2 với λt1 = 3π
4 trong hai

trường hợp trường ở PCS m = k = 0 (đường đứt nét màu đỏ) và trường ở

GPAPCS m = k = 1 (đường chấm chấm màu xanh), m = k = 3 (đường

liền nét màu đen). Trong cả hai đồ thị ở hình 4.4(a) và hình 4.4(b), chúng

ta đều thấy sự dao động tuần hoàn theo thời gian của F trong cả hai

trường hợp PCS và GPAPCS. Trong miền 0 < µ < 0.7 (hình 4.4a) khi

thêm photon vào hai mode của trường giá trị cực đại của F tăng đáng kể.

Giá trị cực đại của F đạt xấp xỉ trên 0.95 khi thêm đồng thời 3 photon vào

hai mode của trường GPAPCS, trong khi giá trị này chỉ đạt xấp xỉ trên

0.9 cho trường PCS. Trong miền 0.7 < µ < 1 (hình 4.4b), giá trị của F nhỏ

hơn trong miền 0 < µ < 0.7, khi thêm đồng thời 3 photon vào hai mode

của trường GPAPCS thì giá trị cực đại của F đạt 0.7 trong khi trường ở

PCS giá trị này chỉ đạt xấp xỉ 0.6. Do đó trong miền 0.7 < µ < 1 để cải

thiện độ trung thực trung bình của quá trình viễn tải chúng tôi không chỉ

tăng cường độ trường ban đầu mà còn thêm đồng thời số photon vào hai

mode của trường.
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4.4. Kết luận

Trong chương này, chúng tôi đã thu được các kết quả sau:

Thứ nhất, đã đưa ra kênh lượng tử rối nguyên tử-trường trong mô

hình JC với trường ở trạng thái GPAPCS để thực hiện viễn tải lượng tử

trạng thái nguyên tử chưa biết từ Alice sang Bob. Phương pháp được sử

dụng trong quá trình viễn tải là phương pháp phát hiện.

Thứ hai đã thực hiện thành công quá trình viễn tải với các kết quả

được đánh giá qua độ trung thực trung bình F . Kết quả cho thấy độ trung

thực trung bình của quá trình viễn tải dao động tuần hoàn theo thời gian.

Đồng thời độ trung thực trung bình còn phụ thuộc vào bộ tham số (m, k),

cường độ trường ban đầu |ξ| và biên độ của trạng thái được viễn tải µ. Giá

trị của độ trung thực trung bình trong trường hợp 0.7 < µ < 1 luôn nhỏ

hơn trường hợp µ thuộc miền còn lại. Để cải thiện độ trung thực trung

bình trong vùng 0.7 < µ < 1, các kết quả khảo sát đã chỉ ra vai trò của

việc thêm photon vào hai mode của trường. Trường hợp biên độ của trạng

thái viễn tải trong miền 0 < µ < 0.7, khi thêm photon vào hai mode của

trường cũng như tăng cường độ trường ban đầu sẽ cải thiện đáng kể giá trị

của F . Do đó, chúng tôi kết luận rằng việc viễn tải một trạng thái nguyên

tử chưa biết bằng nguồn rối nguyên tử-trường với trường ở GPAPCS sẽ

tốt hơn ở PCS.
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KẾT LUẬN CHUNG

Luận án đã nghiên cứu về các tính chất, đặc biệt nhấn mạnh vào tính

chất động lượng tử của một vài trạng thái thêm photon vào hai mode hoặc

ba mode của trạng thái gốc là trạng thái kết cặp hoặc trạng thái kết hợp

bộ ba thông qua mô hình JC. Qua đó, ứng dụng chúng vào các giao thức

để viễn tải lượng tử. Qua quá trình nghiên cứu, luận án đã thu được các

kết quả mới như sau:

Thứ nhất, chúng tôi đã đưa ra được trạng thái phi cổ điển hai mode

mới đó là trạng thái kết hợp cặp chồng chất thêm photon và nghiên cứu

các tính chất phi cổ điển của chúng thông qua hàm Wigner và entropy

tuyến tính. Kết quả cho thấy trạng thái này là một trạng thái phi cổ điển

phi Gauss và có độ rối mạnh.

Thứ hai, chúng tôi đã nghiên cứu các tính chất động lượng tử của

tương tác nguyên tử-trường khi không xét đến ảnh hưởng của hệ số suy

giảm γ của môi trường, trong đó trường ở trạng thái kết hợp cặp thêm

photon và trạng thái kết hợp bộ ba thêm photon. Kết quả khảo sát cho

thấy trong cả hai trường hợp, sự tuần hoàn theo thời gian thể hiện qua

tần số dao động Rabi của nguyên tử trong quá trình tương tác nguyên

tử-trường. Các tính chất động học của nguyên tử và các quá trình động

lượng tử của trường đều bị ảnh hưởng bởi các tham số cường độ trường

ban đầu và số photon được thêm vào các mode của trường. Với điều kiện

số photon thêm vào các mode của trường là như nhau thì các tính chất và

các quá trình động đều thay đổi theo chiều hướng cải thiện hơn, đặc biệt

là độ rối cao hơn.

Thứ ba, chúng tôi đã nghiên cứu các tính chất động lượng tử của

tương tác nguyên tử-trường có xét đến ảnh hưởng của hệ số suy giảm γ
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của môi trường, trong đó trường ở trạng thái kết hợp cặp chồng chất thêm

photon. Kết quả khảo sát cho thấy độ rối giữa nguyên tử với hai mode của

trường và độ rối giữa một mode của trường với hệ con gồm nguyên tử và

mode còn lại có sự dao động theo thời gian và bị ảnh hưởng bởi các tham

số cường độ trường ban đầu, số photon được thêm vào các mode và hệ

số suy giảm của môi trường γ. Hệ số suy giảm γ càng lớn thì độ rối giữa

nguyên tử và trường càng lớn và đạt đến độ rối cực đại khi γ tiến đến giá

trị lớn nhất.

Thứ tư, chúng tôi đã nghiên cứu quá trình viễn tải lượng tử một trạng

thái nguyên tử chưa biết với trường ở trạng thái kết hợp cặp thêm photon.

Kết quả khảo sát đã chỉ ra được sự thành công của quá trình viễn tải lượng

tử với nguồn rối là trạng thái kết hợp cặp thêm photon thông qua kênh

viễn tải nguyên tử-trường. Các kết quả cho thấy việc viễn tải một trạng

thái nguyên tử chưa biết bằng nguồn rối nguyên tử-trường với trường ở

GPAPCS sẽ tốt hơn ở PCS và quá trình viễn tải này phụ thuộc vào cường

độ trường ban đầu, biên độ của trạng thái cần viễn tải và số photon được

thêm vào hai mode của trường.

Như vậy, các kết quả đạt được cho thấy chúng tôi đã hoàn thành tất

cả các mục tiêu đã đề ra trong luận án. Luận án có thể được tiếp tục

nghiên cứu và mở rộng theo hai hướng chính, đó là tiếp tục đề xuất các

trạng thái phi cổ điển mới, nghiên cứu các tính chất của chúng, và nghiên

cứu các tính chất động lượng tử của tương tác nguyên tử-trường có xét

đến và không xét đến ảnh hưởng của môi trường thông qua các mô hình

JC mở rộng có kể đến hiệu ứng Stark, trong đó trường ở các trạng thái phi

cổ điển mới.
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PHỤ LỤC

P1. Chứng minh biểu thức (3.3)

Nqkl là hệ số chuẩn hóa, được xác định từ điều kiện chuẩn hóa

⟨ξ, q; k, l|ξ, q; k, l⟩ = 1 (P.1)

Ta có

⟨ξ, q; k, l|ξ, q; k, l⟩ = |Nqkl|2
∞∑

n,m=0

{
ξ∗n

[n!(n+ q)!]1/2

√
(n+ q + k)!√
(n+ q)!

〈
n+ q + k, n

∣∣
+

ξ∗n

[n!(n+ q)!]1/2
σ
√

(n+ l)!√
n!

〈
n+ q, n+ l

∣∣}

×

{
ξm

[m!(m+ q)!]1/2

√
(m+ q + k)!√
(m+ q)!

∣∣m+ q + k,m
〉

+
ξm

[m!(m+ q)!]1/2
σ
√

(m+ l)!√
m!

∣∣m+ q,m+ l
〉}

,

= |Nqkl|2
{ ∞∑

n=0

[
|ξn|2(n+ q + k)!

n![(n+ q)!]2
+

|ξn|2σ2(n+ l)!

(n!)2(n+ q)!

]
+

∞∑
n,m=0

ξ∗nξmσ
√

(n+ q + k)!(m+ l)!

(n+ q)!m!
√
n!(m+ q)!

δn+k,mδn,m+l

+
∞∑

n,m=0

ξ∗nξmσ
√
(m+ q + k)!(n+ l)!

(m+ q)!n!
√
m!(n+ q)!

δm+k,nδm,n+l

}
(P.2)

Do q, k, l là các số nguyên dương nên chỉ số delta Kronecker trong biểu

thức trên xảy ra hai trường hợp khi k = l = 0 và k, l ̸= 0.

Khi k = l = 0, ta có

⟨ξ, q; 0, 0|ξ, q; 0, 0⟩ = |Nq00|2
∞∑
n=0

|ξ|2n (1 + σ)2

n!(n+ q)!
= 1

⇒ Nq00 =

{ ∞∑
n=0

|ξ|2n

n!(n+ q)!
(1 + σ)2

}−1/2

(P.3)

P.1



Khi k, l ̸= 0, ta có

⟨ξ, q; k, l|ξ, q; k, l⟩ = |Nqkl|2
∞∑
n=0

|ξ|2n
[
(n+ q + k)!

n![(n+ q)!]2
+

σ2(n+ l)!

(n!)2(n+ q)!

]
= 1

⇒ Nqkl =

{ ∞∑
n=0

|ξ|2n

n!(n+ q)!

[
(n+ q + k)!

(n+ q)!
+
σ2(n+ l)!

n!

]}−1/2

(P.4)

Trường hợp tổng quát, ta có thể viết lại hệ số chuẩn hóa như sau

Nqkl =
∞∑
n=0

|ξ|2n

n!(n+ q)!

[
(n+ q + k)!

(n+ q)!
+
σ2(n+ l)!

n!
+ 2σδk,l,0

]
. (P.5)

P2. Chứng minh biểu thức (3.9)

Thay ρ̂ab từ (3.8) vào (3.7), chúng ta thu được

W =
4e2(|αa|2+|αb|2)

π4

∞∑
n,m=0

2∑
r,s=1

[
Cs,nC

∗
r,m(−1)as+bs√

(m+ ar)!(m+ br)!(n+ as)!(n+ bs)!

×
∫
d2γad

2γbe
2(γ∗

aαa+γ∗
bαb−γaα

∗
a−γbα

∗
b)e−|γa|2−|γb|2γ∗a

n+asγ∗b
n+bsγa

m+arγb
m+br

]
(P.6)

biểu thức (P.6) có dạng sau

W =
4e2(|αa|2+|αb|2)

π2

∞∑
n,m=0

2∑
r,s=1

Cs,nC
∗
r,m(−1)as+bs√

(m+ ar)!(m+ br)!(n+ as)!(n+ bs)!

× 1

π

∫
d2γae

2(γ∗
aαa−γaα

∗
a)e−|γa|2γ∗a

n+asγa
m+ar

1

π

×
∫
d2γbe

2(γ∗
bαb−γbα

∗
b)e−|γb|2γ∗b

n+bsγb
m+br

=
4e2(|αa|2+|αb|2)

π2

∞∑
n,m=0

2∑
r,s=1

Cs,nC
∗
r,m(−1)as+bsJaJb√

(m+ ar)!(m+ br)!(n+ as)!(n+ bs)!
,

(P.7)

P.2



trong đó chúng tôi đã đặt

Ja =
1
π

∫
d2γae

2(γ∗
aαa−γaα

∗
a)e−|γa|2γ∗a

n+asγa
m+ar ,

Jb =
1
π

∫
d2γbe

2(γ∗
bαb−γbα

∗
b)e−|γb|2γ∗b

n+bsγb
m+br .

(P.8)

Chúng tôi khảo sát một tích phân được xác định bởi

J =
1

π

∫
d2β

(
e−|β|2+αβ∗

(β∗)q
) (
e−α∗ββl

)
. (P.9)

Bằng cách sử dụng một tích phân phức

1

π

∫
d2βe−|β|2+αβ∗

(β∗)n [f(β)] = (∂/∂α)n [f(α)] , (P.10)

tích phân trong biểu thức (P.9) được cho như sau

J = (∂/∂α)q
[
e−α∗ααl

]
. (P.11)

Từ định nghĩa của đa thức Laguerre

Li
n(z) =

z−iez

n!
(d/dz)n(e−zzn+i), (P.12)

và đặt |α|2 = y, ta có α = y/α∗ hoặc (∂/∂α)q = (α∗)q(∂/∂y)q. Vì vậy tích

phân trong biểu thức (P.9) có dạng

J = q!(−|α|2)−qL−(−l)−q
q (|α|2)(−1)qαl(α∗)qe−|α|2. (P.13)

Sử dụng mối tương quan giữa hàm Laguerre và hàm siêu bội

2F0(−n, b; ;−1/z) = n!(−z)−nL−b−n
n (z), (P.14)

ta có

J = (−1)qαl(α∗)qe−|α|2
2F0(−q,−l; ;−1/|α|2). (P.15)

Từ biểu thức (P.14) và các tích phân trong biểu thức (P.7) ta có

JaJb = (−1)as+bse−|2αa|2−|2αb|2(2αa2αb)
m(2α∗

a2α
∗
b)

n

× (2αa)
ar(2α∗

a)
as(2αb)

br(2α∗
b)

bs

P.3



×2F0

(
−n− as,−m− ar; ;−1/|2αa|2

)
×2F0

(
−n− bs,−m− br; ;−1/|2αb|2

)
= (−1)as+bse−|2αa|2−|2αb|2(2 |αa|)m+n+ar+as(2 |αb|)m+n+br+bs

× ei(m−n)(φa+φb)ei(ar−as)φaei(br−bs)φb

×2F0

(
−n− as,−m− ar; ;−1/|2αa|2

)
×2F0

(
−n− bs,−m− br; ;−1/|2αb|2

)
. (P.16)

Thay (P.16) vào (P.7), hàm Wigner được xác định như sau

W =
4e−2|αa|2−2|αb|2

π2

∞∑
n,m=0

2∑
r,s=1

Cs,nC
∗
r,m(2 |αa|)m+n+ar+as(2 |αb|)m+n+br+bs√

(m+ ar)!(m+ br)!(n+ as)!(n+ bs)!

× ei(m−n)(φa+φb)ei(ar−as)φaei(br−bs)φb

×2F0

(
−n− as,−m− ar; ;−1/|2αa|2

)
×2F0

(
−n− bs,−m− br; ;−1/|2αb|2

)
. (P.17)

Chú ý rằng ξ = |ξ|eiϕ, αx = |αx|eiφx với x = {a, b} và các thành phần ảo

của hàm Wigner trong (P.17) bị triệt tiêu, vì vậy hàm Wigner trong (P.17)

trở thành

W =
4e−2|αa|2−2|αb|2

π2

∞∑
n,m=0

2∑
r,s=1

|Cs,n| |Cr,m| (4 |αaαb|)m+n|2αa|ar+as|2αb|br+bs√
(m+ ar)!(m+ br)!(n+ as)!(n+ bs)!

×2F0

(
−n− as,−m− ar; ;−1/|2αa|2

)
2
F0

(
−n− bs,−m− br; ;−1/|2αb|2

)
× cos [(m− n+ ar − as)φa + (m− n+ br − bs)φb − (m− n)ϕ] .

(P.18)

P.4


